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Streszczenie

Niniejsza praca magisterska przedstawia analize stanéw odpornych na dzialanie kolektywnej deko-
herencji, sktadajacych sie z czastek o spinie 1/2. Omawiam ogdélne wlasciwosci takich stanéw oraz
analizuje geometrie podprzestrzeni singletowej. Pokazuje, ze strata fotonu ze stanu z podprzestrzeni
singletowej nigdy nie niszczy niesionej informacji kwantowej. Nastepnie zajmuje sie cztero- i trojfo-
tonowymi stanami odpornymi na kolektywna dekoherencje. Przedstawiam ich geometrig, sposoby
wytwarzania oraz rézne schematy pomiaréw. Na koncu analizuje symulacje dziatania kolektywnej

dekoherencji w dwoch wariantach, obu zdatnych do zastosowania na stole laboratoryjnym.
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Rozdziat 1

Wstep

Kwantowe stany materii sa cennym surowcem do obrébki i przesylania informacji. Przynajmniej
teoretycznie, umozliwiaja rozwigzanie pewnych probleméow algorytmicznych znacznie szybciej niz
jakikolwiek komputer klasyczny. Inne zastosowania tycza sie kryptografii. Dzieki wlasno$ciom me-
chaniki kwantowej mozna szyfrowa¢ dane w taki sposéb, ze zasady fizyki nie pozwalaja zlamaé

szyfru (a nie tylko czynia zlamanie niezwykle trudnym problemem).

Niemniej, mozliwosci inzynierii kwantowej maja swoja cene. Po pierwsze, ciezko stworzy¢ bramki
logiczne dla qubitéw. Wzajemna interakcja dwoch czastek jest albo bardzo podatna na zaklécenia
(np. wypadku oddzialywania elektronéw), albo skrajnie malto efektywna (np. dla oddzialywania
fotonéw). Po drugie, stany kwantowe sa wrazliwe na interakcje ze $rodowiskiem. Strata czastek,

czy przypadkowy obrét polaryzacji, jest nieraz zabdjcza dla niesionej informacji.

Informacje kwantowa mozna chroni¢ na kilka réznych sposobdéw. Gdy amplituda szumu jest niewiel-
ka, mozna stosowaé redundancje przesytanej informacji lub kody odporne na strate jednej czastki.
Czasem zaklocenia wykazuja pewna symetrie — np. sa w postaci losowej operacji unitarnej dziata-
jacej tak samo na kazda pojedyncza czastke. O ile niemozliwe staje sie przestanie informacji przy

pomocy jednej czastki, mozna zakodowaé informacje w pewnym symetrycznym stanie kilku czastek.

W praktyce do przesytania informacji kwantowej na wicksze odlegtosci nadaja si¢ wytacznie fotony.
Mozna jest przesylaé droga powietrznag, przy czym taka komunikacja ma ograniczony zasieg i zara-
zem jest podatna na warunki atmosferyczne. Wygodniejsze jest przesytanie informacji zakodowanej
w polaryzacji fotondéw przez swiattowdd. Nalezy sie jednak liczy¢ z tym, ze kazdy $wiattowdd wpro-
wadza ttumienie (strate fotonéw) oraz losowy obrét polaryzacji. Z powodu deformacji mechanicz-
nych i termicznych, w $wiattowodzie jest indukowana dwdjtomnosé. Dodatkowo, sam zakrzywiony
ksztalt swiattowodu wprowadza obrot polaryzacji zwiazany z faza Berry’ego. Wiecej na ten temat
znajduje sie w pracy przegladowej [1]. Taka deformacja ma swoja charakterystyczna skale czasu 7.

Wiedzac o tym, mozemy przesylaé kilka fotonéw w odstepach czasowych znacznie mniejszych od 7.



Tym samym o ile obrét polaryzacji jest losowy, to jest on taki sam dla wszystkich fotonéow. Korzy-
stajac z symetrii zjawiska, mozemy poszukaé takich stanéw kwantowych (czystych lub mieszanych),
ktore sie niezmienniczne ze wzgledu na ten proces, zwany kolektywna dekoherencja (ang. Collective
Decoherence). Przykladowo, dla dwéch fotonéw stan singletowy i stan tripletowy nie mieszaja sie

podczas kolektywnej dekoherencji.

Osia niniejszej pracy magisterskiej jest analiza podprzestrzeni nierozspdjnianych (ang. Decoherence-
Free Subspaces, DFS) oraz podukladéw bezszumowych (ang. Noiseless Subsystems, NS), obu zwia-
zanych z kolektywna dekoherencja. Szczegdlng uwage skieruje na pewien czterofotonowy stanu
swiatla [2], w ktérym zakodowany jest jeden qubit logiczny. Wykaze, ze zaréwno wspélny obrét po-
laryzacji, jak i utrata pojedynczego fotonu, nie zaburzaja przesylanej informacji. Przedstawie sche-
maty jego wytwarzania przez kombinacje dwoch par ze spontanicznego parametrycznego podziatu
czestosci. Zajme sie rowniez sposobami jego mierzenia przez rézne warianty osobnego mierzenia

polaryzacji sktadowych fotonéw. Czeéé ogdlnych informacji znajduje sie w pracy przegladowej [3].

Praca jest uporzadkowana nastepujaco. Rozdzial [1] to wstep, ktéry masz przyjemnosé teraz czytac.
W rozdziale 2] przedstawiam ogdlna teorie ochrony informacji przed szumem kolektywnym. Omoéwie
tzw. podprzestrzenie nierozspdjniane oraz podprzestrzenie bezszumowe. Rozdzial [3| zawiera opis
geometrii podprzestrzeni singletowych. W rodziale [l zajmuje sie analiza konkretnego czterofot-
nowego stanu $wiatta (a takze jego tréjfotonowego odpowiednika), jego wlasnosciami, technikami
wytwarzania oraz mierzenia. W rozdziale 5] proponuje latwe do$wiadczalnie symulacje dzialania
silnego szumu kolektywnego, polegajace na wlozeniu w wiazke obracajacych sie ptytek fazowych.
Rozdzial [6] podsumowuje prace oraz daje wglad w mozliwe dalsze kierunki padan. Dodatek [A]

zawiera wyprowadzenia matematycznych aspektéw z rozdziatu



Rozdziat 2

Podprzestrzenie nierozspdjniane i
poduktady bezszumowe (DFS i NS)

W niniejszym rozdziale zajme sie geometria podprzestrzeni nierozspdjnianych i poduktadéw bez-
szumowych. Ogranicze sie wytacznie do dekoherencji polegajacej na dziataniu kolektywnego szumu

— tj. losowej operacji unitarnej dziatajacej tak samo na kazdg czastke

[¥) = US"[9), (2.1)

gdzie |¢) jest stanem n-czastkowym, U jest operatorem unitarnym dzialajacym na pojedyncza
czastke, a U = U ®...@U (n razy). Przyjme, ze szum moze by¢ dowolnie duzy, zatem wszystkie
sposoby ochrony przed szumem beda polegaly na zastosowaniu stanéw o okreslonej symetrii. Ogra-
nicze sie do rozréznialnych czastek o dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta. Tym samym wszelkie

usrednienia beda sie dzialy wzgledem iloczynéw tensorowych grupy SU(2).

Powyzsze zalozenia sa spelnione w dwéch waznych przypadkach. Pierwszy to elektrony oddzielone
przestrzennie, na ktore dziata pole magnetyczne, o skali zmiennosci przestrzennej znacznie wickszej
niz wzajemne odlegtosci elektronéow. Takie pole wywotuje precesje spinu, ktéra o ile moze by¢ duza,
to jest taka sama dla kazdego elektronu osobno. Drugi, to szybka seria kilku fotonéw podrézujacych

przez $wiattowdd.

Dzialanie kanalu, w postaci swiatlowodu z kolektywnym szumem, jest dane przez nastepujaca

wielkosé
sl = [ @i, (2.2)
SU(2)

gdzie U € SU(2), p(U) jest dowolnym rozkladem prawdopodobienistwa, a dU jest miara Haara. Dla

jednorodnego prawdopodobiefistwa p(U) = 1 macierz gestosci stanu ulega usrednieniu ze wzgledu



na obroty polaryzacji. Wiecej o samym procesie uéredniania, a takze jego symulacji, znajduje si¢
w rozdziale | Stan usredniony jest w szczegdélnosci odporny na dzialanie dowolnego szumu (tj.

dowolnego p(U)). Tym samym w calej niniejszej pracy bedziemy badaé¢ kanat dla p(U) = 1.

Do przesylania informacji przez taki kanal potrzebujemy standéw, ktore sg niezmiennicze ze wzgledu

na dziatanie kanatu kwantowego, tj. spelniaja zwiazek
Clpl=p <= VYU eSU2) U pU™" =p, (2.3)

gdzie C = Cp(y)=1- Szczegdlnie, ale nie wylacznie, interesuja nas stany czyste. Zbior stanéw czystych
spelniajacych (2.3)) nazywamy podprzestrzenia nierozspdjniana (DFS), a zbiér stanéw mieszanych
— podukladem bezszumowym (NS).

2.1. Rozklad Clebscha-Gordana

W znajdowaniu stanéw odpornych na kolektywng dekoherencje znacznie pomaga rozktad Clebscha-
Gordana — tj. wyrazenie iloczynu tensorowego reprezentacji grupy przez sume prosta reprezentacji

grupy. Zobaczmy jak on dziata dla kilku przyktadowych iloczynéw przestrzeni stanoéw:

(711/2)®2 =Ho® H1 (2.4)
®3
(H1/2) =H1/2® Hi2 ® Hz)2

®4
(7‘[1/2) =Ho® Ho D H1 D H1 b H1 D Ha,

gdzie H, to reprezentacja spinu s. Oczywiscie wymiar odpowiedniej reprezentacji to dim Hs = 2s+1.
Kolektywna zmiana polaryzacji nie miesza réznych reprezentacji. W szczegélnoscei, dla przypadku

dwodch czastek, stany singletowy nigdy nie zmiesza sie ze stanem trypletowym.

Podprzestrzenie singletowe, czyli o spinie 0, sa niezmiennicze ze wzgledu na kolektywne obroty
polaryzacji. Tym samym bedziemy zamiennie uzywali nazw podprzestrzenie singletowe i podprze-
strzenie nierozspdjniane. Dla dwoch czastek podprzestrzen singletowa ma wymiar 1, zatem nie
mozemy zakodowaé w niej zadnej informacji kwantowej. Za to dla czterech czastek mamy doktad-
nie 2-wymiarowsg przestrzen singletowa, w ktérej mozemy zakodowaé¢ doktadnie jeden qubit. Wiecej
o tym kodowaniu jest w rozdziale @ Dla trzech czgstek mamy dwuwymiarowg podprzestrzen spin-3,
czyli dubletowa. W niej réwniez mozemy kodowaé¢ informacje kwantowa, jednak przy pomocy stanu

mieszanego (czyli w podukladzie bezszumowym).



W ogélnodci [4], 5], reprezentacje n czastek o spinie 1 da sie wyrazi¢ nastepujaco

n/2
®n
(HI/Q) = @ Cn/Z,SHS (25)
s=(n mod 2)/2
25 +1 n
_ 2.
Cn/ZS n/2+s+1<n/2+s>’ ( 6)

gdzie w iterator s (ktéry moze by¢ wielokrotnoscia 1) zwiekszamy o jeden. Analogiczna kon-
wencje przyjmujemy we wszystkich innych sumach i sumach prostych. Wyprowadzenie powyzszego
wzoru znajduje sie w dodatku [Al Szczegdlnie interesuje nas podprzestrzen singletowa (s = 0), ktéra
wystepuje tylko dla parzystej liczby czastek (n = 2k). Dla przypomnienia, Cj o to dobrze znane w

matematyce liczby Catalana.
Do analizy stanéw z podukladéw bezszumowych przydatny jest nastepujacy zwigzek:

dHs :=Hs @ ... D Hs = C @ H,. (2.7)
N— —
d razy

Czyli ilekroé¢ mamy do czynienia z degeneracja (w postaci sumy d reprezentacji o spinie s), tylekroé¢
mozemy w takiej sumie zakodowaé¢ qudit. Przy czym przy przejéciu przez kanal cze$¢ spinowa

zostanie usredniona do stanu catkowicie mieszanego

Clpns @ ps] = pNs @ 32512511 (2.8)

2.2. Klasyczna i kwantowa pojemnos¢ kanatu

W przypadku przejicia przez kanal dowolnego stanu n czastkowego zadanego przez macierz gestosci

p otrzymujemy

n/2

Clol= B 0., © strlost. (2.9)
s=(n mod 2)/2

Z klasycznego punktu widzenia, nasz stownik ma diugosé

n/2 n on
C = ~~ . 2.10

Nie jest to szczegblnie imponujace, gdyz znacznie prostsza metoda przesyltania 0 — n fotonéw (ty-

pu: na i-tej pozycji jest foton lub nie) daje stownik dlugosci 2", réwniez odporny na kolektywna



dekoherencje.

Z kwantowego punktu widzenia, niestety, dysponujemy mniejsza przestrzenia. Dekoherencja unie-
mozliwia trzymanie spéjnej superpozycji miedzy elementami réznowymiarowych reprezentacji. Tym
samym, przy danej liczbie fotondéw, maksymalny wymiar przesylanego qudita to max; C,, /3 .. Sku-
pimy si¢ wylacznie na podprzestrzeniach singletowych (s = 0) i dubletowych (s = 1). Motywacje

sg dwie:

e To sa najprostsze podprzestrzenie, odpowiednio dla parzystej i nieparzystej liczby czastek.

e Wymiar przestrzeni singletowej dla 2k czastek jest réwny wymiarowi przestrzeni dubletowej
dla 2k — 1 czastek (tj. Ck0 = Ci_1/2,1/2- Ma to powazne konsekwencje dla ochrony informacji

w przypadku straty fotonu.

Wymiar przestrzeni singletowej dla n fotonéw to

on+3/2

Cn/Q,O ~ \/77'7’13/2‘

(2.11)
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Rozdziat 3
Geometria przestrzeni singletowej

W niniejszym rozdziale zajme si¢ geometria przestrzeni singletowej, ztozonej z parzystej liczby cza-
stek o spinie 1. Wprowadze pojecie stanu paroseparowalnego po czym skonstruuje baze¢ przestrzeni
singletowej za [6]. Nastepnie przejde do liczenia iloczynéw skalarnych dowolnych stanéw parosepa-
rowalnych przy pomocy pewnych diagraméw. Udowodnie, ze strata pojedynczego fotonu ze stanu
singletowego nigdy nie powoduje straty informacji. Innymi stowy pokaze, ze dla stanu z podprze-
strzeni nierozspodjnianej strata pojedynczego fotonu przeprowadza go w poduktad bezszumowy przy

zachowaniu pelnej niesionej informacji kwantowe;j.

3.1. Baza podprzestrzeni singletowej

Dla przypomnienia (12.5)), dla n = 2k qubitéw wymiar przestrzeni singletowej to k-ta liczba Catalana

1 2k

Oproécz samej znajomosci wymiaru przestrzen singletowej, warto znaé jej geometrie. Niech
1 Lo it
510 = 75 (1= 1) =11 oDy = 5 (aleajy —afy o) | (3:2)

bedzie dwuczastkowym stanem singletowym zloznym z i-tego i j-tego qubitu, podczas gdy |Q2) to

stan prézni, a al to operatory kreacji odpowiednich modéw.

W oczywisty sposéb do podprzestrzeni singletowej tworzonej przez 2k czastek o spinie 1 beda

11



nalezaly wszystkie stany w postaci (dalej nazywane stanami paroseparowalnymi)

k
sp) = ® |$P(2i-1),P(2i))s (3.3)

i=1
gdzie P: {1,2,...,2k} — {1,2,...,2k} jest permutacja. Dla uproszczenia sprawy (i nie liczenia
tych samych stanéw wielokrotnie, i to z réznymi znakami), niech pierwszy wyraz bedzie mniejszy
od drugiego P(2i — 1) < P(2i) oraz niech dla nieparzystych indekséw bedzie to funkcja rosnaca
P(2i — 1) < P(2i + 1). Takich stanéw, lub réwnowaznie - podziatéw 2k-elementowego zbioru na k

podzbioréw dwuelementowych, jest

%jﬁ =(2n—-D~V2 (i)n n", (3.4)

czyli jest ich znacznie wiecej niz wymiar podprzestrzeni singletowej (2.11)). Zreszta, na razie nie
wiemy nawet, czy wszystkie elementy podprzestrzeni singletowej da sie wyrazi¢ przy pomocy kom-

binacji liniowych zbioru {|sp)}.

Ograniczmy si¢ zatem do pewnych bardzo specyficznych stanéw paroseparowalnych (zadanych przez
permutacje P) — takich, ze jak narysujemy okrag, a na nim kolejne numery czastek, a przez cigciwy
oznaczymy pary bedace dwuczastkowymi singletami, to zadna z cieciw sie nie przetnie. Alterna-
tywnie, rozwazmy poprawne ciggi k lewych i k prawych nawiaséw. Przez poprawno$é rozumiem
takie ciagi, w ktérych w kazdym miejscu (liczac w lewo) jest wiecej lewych nawiaséw niz prawych.
Np.dla k=2 ()() i (()) to poprawne nawiasowania, a )()(, ())( i )(() to niepoprawne nawiasowa-
nia. Odpowiadajace sobie nawiasy reprezentuja pojedyncza pare singletows. Przyktadowy diagram

nawiasowy znajduje sie na rys. (by uzyskaé z niego cieciwy, nalezy zawina¢ numery w okrag).

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
(a) (b)
Rysunek 3.1: Diagramy stanéw paroseparowalnych dla n = 8 fotonéw. Linia pomiedzy i-tym i j-

tym fotonem oznacza, ze w sklad wchodzi stan singletowy |s;;). (a) Stan z kanonicznej bazy (nie
zawiera przecieé). (b) Stan nie nalezacy do kanonicznej bazy (zawiera przecigcia).

Takich diagraméw cieciw, czy tez nawiasowan, jest dokladnie tyle co k-ta liczba Catalana [7] , a
dowdd jest prostym zadaniem kombinatorycznym. Skoro |sp) naleza do przestrzeni singletowej i
jest ich doktadnie tyle, jaki jest jej wymiar — stanowia one baze wtedy, i tylko wtedy, gdy sa

liniowo niezalezne. Przytocze dowdd liniowej niezaleznosci domniemanej bazy za [6]. Pokazemy nie
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wprost, ze domniemamy uktad nie moze by¢ liniowo zalezny.

Rozlézmy domniemana baze na superpozycje stanéw produktowych (w bazie {|<),| ] )}), po czym
posortujmy je leksykograficznie. Przyjmujemy, ze w naszym alfabecie < jest przed | , a najwazniej-
sze litery sa po lewej (a zatem np. |« | <> [ ) jest przed | | < | <)). Dla kazdego stanu bazowego
wybieramy etykietke w postaci pierwszego leksykograficznie sktadnika (czyli np. dla |s12534) jest to
|~ 1 < 1) ). Chcemy pokazaé, ze dla réznych stanéw bazy etykietki sa rézne. W ramach splatanej
pary, musi by¢ w etykietce <> 1 |, przy czym < stoi na pierwszej pozycji. Zamiana < na (i |

na ) daje bijekcje miedzy etykietka stanu a odpowiadajacym mu nawiasowaniem.

Sortujemy baze wzgledem etykietek (znéw leksykograficznie), oznaczajac jej elementy jako |b;).

Uktad jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy

> cilbi) =0, (3.5)

gdzie co najmniej jeden wspélczynnik zespolony c; jest niezerowy. Niech c;, bedzie niezerowym
wspolczynnikiem o najmniejszym indeksie. Zatem suma zawiera stan odpowiadajacy etykietce.
Zaden z kolejnych stanéw (tj. z i > i) nie zawiera skladnika odpowiadajacego etykietce, zatem
suma nie moze byé réwna zero. Sprzecznosé. Na mocy dowodu nie wprost, uktad {|b;)} stanowi

baze.

Nalezy jednak podkresli¢, ze nie jest to baza ortogonalna. W istocie zadne z jej elementow nie sg
do siebie prostopadte! Przy okazji warto zwroci¢ uwage, ze nie kazdy podzbidr standéw paroseparo-

walnych (3.3)) o mocy Cj o stanowi baze podprzestrzeni singletowe;.

3.2. Iloczyn skalarny w podprzestrzeni singletowej

Skoro mamy do czynienia z nieortogonalng baze, istotna jest dla nas znajomosé jej iloczynéw ska-

larnych. Szerzej, rozwazmy iloczyn dwéch dowolnych stanéw parosperowalnych (3.3)), czyli (s’ |sp).

Dla uproszczenia sprawy podzielmy go na czeéci indeksowane r, ktore mozemy zapisa¢ w postaci

produktowej, tj. takie

P

(splsp) = [ (sp,lsp.), (3.6)
r=1

ze zadnego z czynnikéw nie da si¢ juz podzieli¢ na mniejsze (a [sp,) i [sp:) to znormalizowane stany

kwantowe). Iloczyn skalarny kazdego z tych czynnikéw jest liczony w przestrzeni n,-czastkowej.

Obliczmy taki czesciowy iloczyn skalarny. W tym celu zbadajmy z czym si¢ moze sparowaé («<;, | i,|.
Ot6z jedli spojrzymy na ostatnia czastke, musi si¢ sparowac z | | ;,«4,). Za$ ostatni wyraz, musi sie

sparowaé z (<, | i,| itd. Idziemy tak az si¢ kétko zamknie, a zatem i wyczerpiemy mozliwosci w
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nierozkladalnym iloczynie. Jako wynik dostajemy 1 razy 27"/ (czynnik wynikajacy z normaliza-
cji) razy 2 (mogliby$my startowaé ze stanu (v;, <, |) razy znak. Znak przy czynniku («<; | ;| (albo

—| Ti<;)) to+gdyi<ji— gdyi>j (te drugie nazwiemy obréconymi parami). Tym samym

, . 1 ne/2—1
(s, |sp1) = (_1)#obroconych par w tym czynniku (_2> 7 (3.7)
a zatem i
. 1\"/2-p
(splspr) = (_1)#obroconych par (_2> , (3.8)

gdzie p to liczba czynnikéw (3.6). Owe czynniki, dalej zwane petlami, maja przyjemna graficzna
interpretacje — rys. [3.2]

<

Rysunek 3.2: Jesli chcemy policzy¢ iloczyn skalarny pomiedzy dwoma stanami paroseparowalnymi,
nalezy narysowa¢ diagram jednego ze standw i drugiego, odbity wzgledem poziomu. Dla kazdej
pary z pierwszego diagramu nalezy narysowaé strzatke od fotonu o mniejszym indeksie do takiego
o wiekszym wiekszej, dla diagramu drugiego — odwrotnie. Ew. zmiana kierunki jednej strzatki na
przeciwny zmienia znak stanu. Nastepnie nalezy policzyé¢ petle — dla podanego przyktadu liczba
fotonéw to 8, liczba petli to 2. Liczba obréconych par to liczba strzatek, ktére mijamy pod prad
(wybor kierunku nie ma znaczenia). W tym przykladzie w krétszej petli jest to 0, w dluzszej — 2.
Zatem, korzystajac ze wzoru (3.8)), otrzymujemy (s12536545579|S18523545567) = 1/4.

3.3. Baza podprzestrzeni dubletowej

Stawiam Ansatz, ze baza przestrzeni dubletowej sa nastepujace stany

|dics) = V2(1|b;) (3.9)
Id; 1) = V2( ] 1]bs).

Réwnowaznie, to sa stany z bazy singletowej, w ktorym z pierwszej pary pierwsza czastka zostala

usunieta, a zamiast drugiej z tej pary jest albo |«), albo | | ). Takich stanéw jest dokladnie 2C} ,
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czyli tyle co by¢ powinno ([2.5). W oczywisty sposéb transformuja sie jak duble
yi ty yC P y Yy Sp ]g S1€ ]

Zauwazmy, ze stany o réznym rzucie spinu sa ortogonalne, tj.
(dies|dj 1) = 0. (3.10)
Mozna si¢ o tym przekona¢ namacalnie, widzac, ze w kazdym sktadniku |d;.) jest o jeden wigcej

|I>niZW|de).

Zas stany o tym samym rzucie spinu majg ten sam iloczyn skalarny jak odpowiednie im stany bazy

przestrzeni singletowej

(di|djes) = (d; 1 |dj 1 ) = (bilbj). (3.11)
Pierwsza réwnosc¢ jest konsekwencja faktu, ze [d;) i |d; ) réznig si¢ zamiang wszystkich < na |
i vice versa. Druga rownos¢ pokazemy korzystajac z rozpisania

_ L
V2

Biorac iloczyn skalarny dwdch stanéw singletowych, pamietajac o (3.10)) i pierwszej czesei (3.11)),

otrzymujemy czeé¢ druga. Obserwacja uogolnia sie na dowolne elementy dubletowe otrzymane z

[b3) (=M ds) +1 1)1 1)) - (3.12)

uktadu nadzupelnego (3.6)) w sposéb analogiczny do (3.9)).

Tym samym mozemy sprowadzi¢ liczenie iloczynéw skalarnych w bazie dubletowej do liczenia iloczy-
néw w przestrzeni singletowej. Mozna wprowadzi¢ graficzng notacje do liczenia iloczyndéw skalarnych

przestrzeni dubletowej, analogiczng do tej dla standéw singletowych.

3.4. Dlaczego strata pojedynczego fotonu nie niszczy informacji

W tym podrozdziale pokaze, ze strata pojedynczego fotonu ze stanu singletowego nie powoduje

straty informacji kwantowej. Niech informacja kwantowa bedzie zakodowana w amplitudach, tj.

) = cilbi), (3.13)

7

a odpowiadajaca takiemu stanowi macierz gestosci to p = |1)(¢|. Istotna jest wiedza, ktéry foton
zostal stracony. W teorii zawsze jest mozliwe zmierzenie, ktéry foton zostal zgubiony bez zaburzania
stanu. W praktyce, juz po samym pomiarze bedziemy wiedzieli ktory detektor nie kliknat. Dla

ustalenia uwagi przyjmijmy, ze zgubiliSmy pierwszy foton. Otrzymujemy macierz gestoéci bedaca

'Przy czym uwaga — |d;—.) transformuje sie jak polaryzacja pionowa | | ), a |d; 1 ) — pozioma |<). Wybér kon-
wencji, o ile tu wydaje sie¢ mylacy, utatwi nam nieco zycie w opisywaniu pomiaréw w dalszej czesci pracy magisterskiej.
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$ladowaniem p po stanach pierwszego fotonu

Ppo stracie = %Zcicj|di*’><dj<—>| + %Zcicﬂdi I (3.14)
,J ,J
= pL ® 319,

przy czym pr = p. Oczywidcie powyzsze macierz gestodci py jest fizycznie czym innym niz p
odpowiadajace poczatkowemu stanowi singletowemu. Niemniej, niesie dokladnie te samg informacje

(ma takie same elementy macierzowe, mimo iz baza jest fizycznie inna).

Dajmy na to, ze zamiast zgubienia fotonu mierzymy jego polaryzacje. O ile po pomiarze stan
pozostalych fotonéw jest czysty (np. zmierzyliémy |<), wiec stan reszty to kombinacja liniowa
|di.)), to po propagacji przez oérodek staje sie stanem mieszanym (2.8)), dokladnie takim samym
jak .

Tym samym pokazaliSémy, ze informacja niesiona w stanach z podprzestrzeni nierozspdjnianej (DFS)
zawsze jest odporna na strate pojedynczego fotonu. Powstaly stan jest mieszanym stanem dubleto-
wym, przy czym mieszanie nastepuje po stopniach swobody nie niosacych przesylanej informacji.

Cala przekazywana informacja kwantowa siedzi w podukladzie bezszumowym (NS).
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Rozdziat 4

Czterofotonowy stan Swiatla niosgcy

qubit

W niniejszym rozdziale rozwaze czterofotonowy stan swiatta, ktory jest zaréwno odporny na przej-
Scie przez swiatlowdd obracajacy polaryzacje, jak i strate jednego fotonu. Innymi stowy, zademon-
struje praktyczne zastosowanie ogélnej teorii do najprostszego przypadku. Omawiany stan zostal

wprowadzony w pracy [2]. Analiza geometrii stanu sze$ciofotonowego znajduje sie w [g].

Na poczatku zdefiniuje stan i zademonstruje jego wlasciwosci. Nastepnie przedstawie sposob jego
wytwarzania, korzystajacy ze zjawiska spontanicznego podziatu czestoéci. Pokaze, dla ktérych stany
tatwo uzyskaé, a ktére — trudniej. Zajme si¢ analiza schematéw pomiaru stanu kwantowego, oma-
wiajac kilka nieréwnowaznych wariantéw. Przedstawie réwniez wyniki dla stanu po stracie fotonu.

Pod koniec zademonstruje przyktadowe zastosowania omawianego stanu.

4.1. Geometria

Znamy wymiar, a takze ogélna postaé bazy, przestrzeni singletowej — patrz podrozdzial Dla
czterech fotonow podprzestrzen nierozspdjniana jest 2-wymiarowa. Tym samym mozemy w niej
zakodowaé doktadnie jeden logiczny qubit. Niemniej, wygodniej jest skorzystaé¢ z uktadu nadzupet-

nego, tj. wszystkich stanéw paroseparowalnych. Sa trzy takie:

1) = [s12)|834) = —= (laz) — |a3)) (4.1)
(lag) — la1))

(lar) = laz))

1h2) = |s13)]s42) =
[13) = |s14)|523) =

Sl =8-Sl
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gdzie |a;) to ortogonalne stany pomocnicze

1

) = = (oo T T +11 T o)) (4.2)
1

o2} = (= 1= 1)+ 1= 1)

jag) = —= (|1 Ty +]T oo 1)),

5

2

Whprowadzenie standéw pomocniczych uprosci niektére obliczenia. Nalezy jednak podkresli¢, ze stany
|a;) nie naleza do podprzestrzeni odpornej na dekoherencje. Konwencja oznaczania stanéw jest inna
niz np. w [9] (i w pewnym sensie bardziej naturalna), by iloczyn skalarny miedzy dwoma réznymi
stanami zawsze byl taki sam.

Niech |¢;1 ) to bedzie stan ortogonalny do |¢;) w podprzestrzeni nierozspdjnianej. Te 6 wymienio-
nych stanéw jest szczegdlnie tatwo wytworzy¢ i zmierzy¢. Ponizej znajduja sie podstawowe wilasnosci
geometryczne wyzej wymienionych:
(Wily) =
1) + [¢h2) + [3) = 0
1 1
i) = Zeijkﬁ (15) — ) = 7 (la1) + laz) + laz) — 3as))

j?k

(4.3)

(YiLly) = \f > €iji
p
(Yirlj1) =

Jesli naniesiemy stany |¢;) na sfere Blocha, znajda sie w jednej plaszczyZnie, a katy miedzy nimi
beda wynosity 120°. Dodatkowo, mozemy pokusi¢ sie na wypisanie dwoéch wyrédznionych standw,

poniekad analogicznych do polaryzacji kotowych

2

i) = \3[ (\¢1> + T3 yg) + €7i2ﬂ/3’¢3>) (4.4)
) = 22 (1) + =) + 2 ).

Qubit logiczny mozemy zakodowaé w przy pomocy ortogonalnych standéw z podprzestrzeni nieroz-

spbjnianej — tab. Nasza domyslng parametryzacja bedzie
1) = algn) + BliiL) = cos(8/2)[¢1) + sin(0/2) exp(i) |11 ). (4.5)
Przygotowani od strony matematycznej, mozemy $miato przejéé¢ zaréwno do analizy straty fotonu,
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L [« [ 58 ]98]

2
1) 1 0 0 0
lva) | —1/2 | V3/2 [ 2n/3] 0
[¥s) || —1/2 | —v3/2||2n/3| =
|111) 1 m 0

0
[Wo1) | —V3/2] —1/2 | 7/3
lwsi) || V372 | —=1/2 | ©/3 | 0
o) || 1/v2 | i/V2 || 7/2 | n/2
[Yr) || 1/vV2 | —i/v2 | ©/2 |3n/2

Tabela 4.1: Tabela rozpisania wymienionych stanéw w bazie (4.5)).

wytwarzania stanu oraz dokonywania na nim pomiaru.

4.2. Strata jednego fotonu

Przekonajmy sie bezposrednio co robi z czterofotonowym stanem strata jednego fotonu. Z pod-
rozdziatu znamy juz ogblna teorie straty jednego fotonu ze stanu DFS. W tym podrozdziale
nie tylko chcemy sie naocznie przekonaé jak wyglada strata w przypadku stanu czterofotonowego,
ale chcemy tez mie¢ jawne wyrazenia, konieczne do analizy pomiaru. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze

pracujemy w innej bazie, niz kanoniczna.

Dla ustalenia uwagi rozwazmy strate pierwszego fotonu. Dla stanu czterofotonowego py trdjczast-

kowa macierz gestosci to
p3 = Trips = (1lpalo1) + (T alpal T1)- (4.6)

Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze tréjczastkowa macierz gestosci to

‘a|2 *

o 0 %0
0 kf o o
ps=| 45 (2) 182 8 = pr ® 1o, (4.7)
2 2
6 [l
0 % 0 5

gdzie wektory bazy to kolejno |¢1.), [¢1 1), |p11) 1 |11 7). Macierz p3 podana powyzej jest

obcieta do przestrzeni dubletowej, wszystkie inne elementy macierzowe sg réwne zeru. Jawna postaé
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wektoréw bazy jest nastepujaca

|p10) = V2(1|t) =

1T =111 (4.8)
(\HIH)-\HHI))
s(T=D+[TTe)=2=11))

(lole)tloel)-2Tee).

|¢11>=\/5<11|¢1>=

| sl-sl-

|p11c) = V2(s1|th11) =

%\H%\

611 1) =V2(T1lvrL) =

4.3. Wytwarzanie

Praktycznym Zrodlem splatanych par fotondéw jest parametryczny podzial czestosci. Jest to pro-
ces nieliniowy, w ktorym fotony wiazki pompujacej dzielg sie na splatane pary fotonéw. Bardziej

szczegdlowe wprowadzenie do tego procesu znajduje sie choéby w [10] i [11].

W parametrycznym podziale czestosci 11 typu jest generowany stan Scisnietej prézni, czyli

Z exp { ixAp (al(_> Gy + a]; 1 CLQH)} |€2), (4.9)
gdzie Z to normalizacja, xA, — amplituda wiazki pompujacej przez staly charakteryzujaca od-
dziatywanie nieliniowe.

W szczegdlnosci zalezy nam na uzyskaniu dwoch splatanych par fotonéw. Mozna tego dokonaé na
dwa sposoby — stworzenie dwoch par osobno [12], lub stworzenie stanu czterofotonowego [13], [14].
Zasadniczo wydajnos¢ obu proceséw jest podobna. Oba z tych proceséw wymagaja postselekcji —
tj. uwzglednienia tylko niektérych wynikéw pomiaréw.

Skupimy si¢ na sytuacji, w ktérej na poczatku dysponujemy dwoma parami splatanych fotondw
tworzacymi stan |i1). Mozemy zinterferowaé drugi z trzecim fotonem przy pomocy plytek op6z-

niajacych faze 4-tej wiazki i ptytki S$wiattodzielnej niezaleznej od polaryzacji
Uz3(7,0) = (R=(7) Ry(6) R=(—7)) ® 14.. (4.10)

Jesli uwzglednimy tylko te rezultaty, w ktorych nie wystapilo sklejenie fotonéw (tj. dla kazdego

kanatu jest doktadnie jeden foton), otrzymamy

) = <cosz('y) — e s’y )) 1) + \/?: 9 sin? (7)1 L) (4.11)

Tym samym mozemy uzyska¢ dowolny qubit logiczny z czterofotonowej podprzestrzeni singletowe;j.

Niestety, taka operacja ma swoje wady. Po pierwsze, katy uzyskanego stanu (tj. 0 i ¢ jak w (4.5))
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nie sg bezposrednio katami jakie zadajemy na optyce pasywnej. Po drugie, i znacznie istotniejsze,
stosujac taka operacje musimy korzysta¢ z postselekcji, tj. uwzgledniamy tylko takie realizacje
eksperymentu, w ktérych kliknal foton w kazdym z kanaléw. Efektywnosé zalezy od stanu jaki

chcemy uzyskaé i waha sie pomiedzy 25% a 100% i jest zobrazowana na rys. 4.1

o
T

(&)
T T

N w
T T T T

=
T T

0;\\\\\\\\\\\\\\\pm\\\\\\\\;
15 20

0.0 0.5 1.0 25 3.0
0

Rysunek 4.1: Efektywnosé postselekcji dla tworzenia dowolnego czterofotonowego qubitu logicznego
ze stanu Y1) = |s12834) przy pomocy interferencji drugiego z trzecim kanalem. Zwréé uwage, ze
wykorzystanie innego stanu bazowego i interferencja innej pary kanaléw dalaby inny wynik (acz
zwiazany prosta symetria z zaprezentowanym). Tylko stany [¢1) i |12) (zamiana drugiego fotonu z
trzecim) sa otrzymywane z wydajnoscia 100%.

4.4. Pomiar

W teorii zawsze mozna dokonaé¢ pomiaru w dowolnej bazie. Rzeczywistosé laboratoryjna jest znacz-
nie bardziej drastyczna. W szczegolnosci nie kazde oddzialtywanie da si¢ prosto zrealizowaé — cho¢-
by jakakolwiek interakcja dwoch fotonéw jest procesem skrajnie mato efektywnym. Z tego powodu

ograniczymy sie do dwoch rodzajéw pomiaréw:

e Pomiar lokalny, tj. dla kazdego fotonu osobno mierzymy jego polaryzacje w wybranej bazie.

e Ogélny pomiar przy pomocy operacji lokalnych i klasycznej komunikacji (ang. Local Opera-
tions and Classical Communication, LOCC), tj. sekwencyjne wykonywanie pomiaréw lokal-

nych, przy czym wynik jednego moze wplywaé na dobér bazy w kolejnym.
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Zajmiemy si¢ kwestia pomiaru zaréwno stanu 4-fotonowego, jak i odpowiadajacego mu 3-fotonowego.
Caly czas bedzie nas interesowata odpowiednio podprzestrzen nierozspdjniana i poduktad bezszu-

mowy. Pod wzgledem pomiaru interesuja nas trzy rzeczy:

e Kiedy mozna dokonaé jednoznacznego pomiaru (ang. unambigiuous measurement) odréznia-

jacy dany stan od ortogonalnego?

e Gdy nie mozna dokonaé jednoznacznego pomiaru, jaka jest efektywnos¢ rozrézniania danego

stanu od ortogonalnego?

e Jak zrobi¢ tomografie stanu, tj. jak przy pomocy jednego (lub kilku) ustawien aparatury

pomiarowej i dowolnej liczby kopii stanu, odzyskaé¢ jego macierz gestosci?

Jako miare jednoznaczno$ci pomiaru przyjmijmy informacje wzajemna Shannonalﬂ zakladajac, ze z
prawdopodobiefstwem 1 dajemy na wejéciu stan [¢) i L — do niego prostopadly |¢) (oczywiscie

— w ramach przestrzeni nierozsp6jnianej).

2
=2 X \Wda logy ’<¢‘7’¢i> : (4.12)

2
ie{-, 1} et ¢}4 Dk L} ‘<¢j’¢k>‘

gdzie \¢;>, w naszym przypadku, jest sparametryzowany 5 katami

6) = [ 1 ] o [ cos(62/2) ] - [ i cos(63/2)

0 sin(6/2) 03/2) exp(ip3)

®l . (cos(94/2)

, ] . (4.13)
04/2) exp(ipys)

Ja

Dla przypomnienia, jawny wzér na stan prostopadtly to

l ‘ (cos(9/2) (4.14)

0/2) exp(ip)

_ l —sin(6/2)
cos(0/2) exp(ip)

Nalezy sie usprawiedliwi¢ dlaczego pomiar lokalny parametryzujemy 5-ma, a nie 8-ma katami.
Lub bezposredniej — dlaczego ograniczamy sie¢ do mierzenia pierwszego fotonu w ustalonej bazie
{I1),]<)}, a drugiego fotonu — w bazie polaryzacji liniowych? Mozna tak postapié, gdyz stany z
przestrzeni odpornej na dekoherencje spetniaja U®*|y)) = |1)). Zatem pomiar lokalny w dowolnych
bazach mozna sprowadzié¢ (przez zastosowanie odpowiedniego U) do pomiaru jak w .

. . 4 2 2 . ,
'Tnng sensowna miara jest I7 (65, [¥) = Yz (. 144 |(6510)] "/ (|<<z>;-|w>! + [(51v1)] ) — jest réwne prawdopo-
dobienistwu, ze po jednym pomiarze zdotamy zgadnaé przesyltany stan.
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4.4.1. Pomiar stanu czterofotonowego

Zacznijmy od analizy pomiaru stanu 4-fotonowego jako, ze cze$¢ wynikow przyda sie do analizy

odpowiadajacego mu stanu 3-fotonowego.

Jednoznaczny pomiar

W niniejszym $rédrozdziale pokazemy, ze istnieja trzy (i tylko trzy) pary stanéw ortogonalnych,
ktore mozemy jednoznacznie rozréznié¢ przy pomocy pomiaru lokalnego. Zacznijmy od jawnego
pokazania tych stanéw za [14], nastepnie przechodzac do numerycznych wynikéw dla dowolnych

standw.

Jesli chcemy odrézmié [i1) od |41, ) nalezy dokonaé pomiaru polaryzacji w bazie 44X X, tj.
mierzac dwa pierwsze fotony w bazie polaryzacji liniowych, a dwa kolejne — w bazie obrdconej

wzgledem niej o kat 45°. Te druga baze, czasem nazywang baza Hadamarda, wyrazamy nastepujaco:

e+
/) = 7 (4.15)
e+ D)
Zapiszmy stan 3. i 4. fotonu w obroconej bazie:
[90) = 5 (1= 1T/ = o TN = [T o/ + 1T A (116)
[B11) = —= ([ /) — [N — o) + [N — o T A7) + 1o TN

2V/3
T/ +HITNNH T T T TN+ N +IT TNND)

W podanej bazie |11) i |t)1)) nie maja wspdlnych elementéw, tym samym pojedynczy pomiar bez-
blednie odrézni je miedzy soba. Analogiczny pomiar mozemy wykonaé dla dowolnej pary {|v;), [1;1)},
przy czym przy pomiarze nalezy obréci¢ baze pomiarows jednej z par, ktéra wystepuje w stanie
jako dwufotonowy singlet. Zaprezentowana koncepcja teoretyczna, wraz z jej doSwiadczalnym po-

twierdzeniem, znajduje sie w pracy [14].

Nie jest mozliwe zastosowanie podobnej operacji w ogélnym przypadku. Poza wyszczegdlniony-
mi wyzej stanami, dobierajac osobno bazy pomiarowe dla kazdego fotonu, nie jestedmy w stanie

wykonaé¢ pomiary rzutowego. W tym celu zbadajmy numerycznie wielkosé

max  I(¢5(02,03, 3,04, 04), [1(0, 9))), (4.17)

02,03,03,04,04

czyli dla kazdego stanu |i) maksymalizowana informacje wzajemna po doborze bazy pomiaréw —
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rys. [4:2] Intuicyjnie rzecz biorac, szukamy najlepszej bazy lokalnych pomiaréw dla danego stanu.

Numerycznie wykreslone I osiaga 1 tylko dla wymienionych wyzej 6 stanéw.

A

(a) (b)

Rysunek 4.2: (a) Wykres numerycznie znalezionej maksymalnej informacji wzajemnej dla danej
pary stanow czterofotonowych . (b) Parametryzacja wykresu — kat opowiada pozycji sta-
nu na sferze Blocha , za$ dlugo$é — informacji wzajemnej dla odrézniania danego stanu od
mu ortogonalnego (przeciwleglego). Identyczna konwencja jest przyjeta we wszystkich kolejnych
wykresach informacji wzajemnej.

Tomografia

Kolejnym zadaniem jest tomografia stanu. Tj. dostajemy wiele kopii nieznanego stanu, a naszym
celem jest jak najdoktadniejsze wyznaczenie go. Jedng ze strategii badania stanu jest zapisanie go

jako
pL=1(1+58), (4.18)

gdzie & = (0, 0y,0) to macierze Pauliego, a nastepnie wyznaczenie sktadowych wektora 3.

Mozemy przy pomiarach rzutu § na kolejne osie optymalnie dobiera¢ baze. Wtedy problem sprowa-
dza sie do zadania rozwazanego w poprzednim rozdziale. Mozemy tez dla ustalonej bazy pomiarowej
zliczaé¢ rzut na wybrane osie. W takiej sytuacji naturalnym podejsciem do optymalizacji pomiaru
wydaje si¢ policzenie informacji wzajemnej pomiedzy dowolnym stanem (zadanym z jednorodnym
rozkladem prawdopodobienstwa) a wynikiem pomiaru [I5]. Niemniej, w naszym przypadku takie

podejscie nie jest wystarczajace:
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e Informacja wzajemna wynosi If;)) = 1 —1/(2In2) ~ 0.28 niezaleznie od doboru bazy pomia-
rowej (;35..
e Usredniona informacja nie méwi nic o tym, czy mamy dostep do pomiaru kazdej ze sktadowych

§ (by¢ moze wykonujemy pomiar rzutowy tylko na jedna z osi).

Zaproponujmy dwie arbitralnie wybrane bazy pomiaréw lokalnych gb;., kazda pozwalaja na wyko-

nanie tomografii dowolnego stanu z podprzestrzeni nierozspdjnianej — rys. [4.3]
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(a) (b)

Rysunek 4.3: Informacja wzajemna dla réznych stanéw czterofotonowych i ustalonej bazy po-
miarowej. (a) Baza tetraedralna (62 = arccos(—1/3), 03 = arccos(—1/3), ¢3 = 2n/3, 04 =
arccos(—1/3), w4 = 4m/3). (b) Baza trzech polaryzacji liniowych i kolowej (02 = 27/3, 65 =
4m/3, p3 =0, 04 = /2, @4 = 7/2). Oznaczenia jak w rys. [4.2|b).

Lokalne operacje i komunikacja klasyczna

Powréémy na chwile do pytania o rozréznialnosé ortogonalnych stanéw, gdy mamy do dyspozycji
tylko pomiary lokalne. W przypadku pojedyncznego, rownoczesnego pomiaru polaryzacji wszyst-
kich fotonéw jesteSmy w stanie odréznié tylko 3 pary stanéw z podprzestrzeni nierozspdjnianej.
Istnieje jednak nieco ogdlniejszy schemat pomiaréw korzystajacy tylko z pomiaréw lokalnych. Tzw.
lokalne operacje i klasyczna komunikacja (LOCC) pozwala mierzy¢ polaryzacje fotonéw po kolei,
uzalezniajac wybér bazy danego pomiaru od rezultatéw poprzednich pomiaréw. Umozliwia to, w

naszym przypadku, odréznienie dwéch dowolnych ortogonalnych stanéw [16].

Dla iloczynu tensorowego qubitéw schemat rozrézniania {|1), [101)} jest nastepujacy. Tak dobiera-

25



my baze pomiarowa pierwszego qubitu {|@g), |¢1)} by dla rozpisania

1) = |¢o) [vo) + [é1)|1) (4.19)
[W1) = |po)io) + |é1)¥11)

zachodzil zwiazek ortogonalnosci powstatych standéw

(ol1o) = (¥1lY11) = 0. (4.20)

Innymi stowy, niezaleznie od wyniku pomiaru (czyli czy zostanie zmierzony stan |¢g), czy |¢1))
zredukowane stany powinny by¢ ortogonalne. Nalezy podkresli¢, ze nie ma powodu by (¢p|¢1) ani
(¥10]1h11) byly zerowe (w praktyce zwykle nie sa). Dowdd, ze zawsze mozna wybraé baze pomiarowa

czynigca zado$é wymaganym warunkom ortogonalnosci znajduje sie w cytowanej pracy [16].

Po wykonaniu pomiaru przechodzimy do rozrdéznienia albo {|¢y), |110)}, albo {|11),|¥11)} we-
dle analogicznego schematu. Postepujemy tak rekurencyjnie az to uzyskania zadania odréznienia

jednofotonowych stanéw ortogonalnych, ktére wykonujemy z tatwoscia.

7 uwagi, ze interesuje nas mierzenie stanéw z podprzestrzeni nierozspodjnianej, pierwszy pomiar
mozemy wykona¢ w dowolnej bazie, za$ drugi — w bazie polaryzacji liniowych. Argumentacja jest
dokladnie taka sama jak w przypadku zwyklych pomiaréw lokalnych (4.13):

[9) = =) +1 DY 1) (4.21)
Y1) = l=Mdre) 1D p)-

Niezaleznie od wyniku pierwszego pomiaru, z réwnan na ortogonalnos¢ (4.20)) wynika, ze drugi
pomiar nalezy wykona¢ w bazie polaryzacji ukosnych {|),|\.)} (oprécz osobliwego przypadku
rozréznienia {|11), |¥11)}, w ktérym mozemy dowolnie wybraé¢ baze drugiego pomiaru). Dla zwrd-

cenia uwagi skupmy sie na przypadku, w ktérym w pierwszym pomiarze zmierzono |<):

) = [ ) + N [x) (4.22)
[h1e) = i ) + N YLD
Wybér trzeciej bazy zalezy w jawny sposob od pary stanéw, ktére chcemy odréznié. Dla zwrdcenia
uwagi rozwazmy sytuacje w ktorej w pierwszym pomiarze bylo |<), a w drugim — |):
(e ) = AW pa) + |B)[Yo sB) (4.23)

V1) = A1 a) + | B)Yio ).

Z relacji ortogonalnosci (4.20) otrzymujemy, ze |A) = (cos(f3/2),sin(03/2)exp(ips)) i |B) =
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(—sin(03/2),cos(05/2) exp(ips)) dla katéw

2sin ¢
= arctan 4.24
i (cosgoﬁ/tan@) (4.24)

sin
03 = arctan [ ——— | .
sin(¢ — ¢3)

Dla szczegdlnego badanego stanu ¢ = 0 otrzymujemy 3 = 0 i 63 = arctan(y/3/ tan §) — 7 /4.

Pomiar polaryzacji ostatniego fotonu jest juz prosty. Niemniej, oprécz szczegdlnych przypadkdw,
katy 04 1 @4 zaleza w sposéb skomplikowany od mierzonego stanu. Wybér bazy w przypadku uzy-

skania innych wynikéw mozna przetransformowaé z zamieszczonych wzoréw przez proste symetrie.

Co warto doda¢ — mozliwy jest réwniez leniwy wariant tej wersji — tj. ustalamy na sztywno baze
pomiaru i zakladamy, ze wyjda najbardziej prawdopodobne wersje. W tym przypadku z prawdo-
podobiefistwem co najmniej 1/8 otrzymujemy poprawny wynik, z pozostalym - nic. Efektywnosé
takiej strategii nie jest dobra — daje 1/8 bitu informacji na pomiar, co jest zawsze mniej niz

optymalny pomiar (4.17)) (praktycznie z definicji).

4.4.2. Pomiar stanu tréjfotonowego

Przynajmniej w teorii, stan tréjfotonowy ps niesie pelng informacje kwantowa. Teoretycznie mozna
skonstruowaé¢ oddzialywanie, dzieki ktéremu bedzie dato sie zmierzy¢ éw stan w dowolnej bazie.
W praktyce jego pomiar jest znacznie trudniejszy — w pomiarze lokalnym do dyspozycji mamy
zawsze mniej informacji niz w przypadku mierzenia analogicznego stanu czterofotonowego (to tak
jakby$my mierzyli stan czterofotonowy, ale nie sprawdzali wyniku z jednego kanatu). Jako skutek

takiego utrudnienia:

e Majac do dyspozycji pomiar lokalny nie jesteSmy w stanie odréznié¢ jednoznacznie zadnych

stanéw, nawet wyszczegdlnionych par {|v;), |1;1)} (wykazalem numerycznie).

e Pomiar przy pomocy lokalnych operacji i komunikacji klasycznej (LOCC) nie jest w stanie

odr6zni¢ jednoznacznie par stanéw (wykazalem numerycznie).

e Zawsze informacja wzajemna jest mniejsza niz dla analogicznego pomiaru stanu czterofoto-

nowego.

By lepiej wiedzie¢ z czym mamy do czynienia, zmierzmy stan pierwszego z pozostatych fotonéw.
Wybér bazy nie gra roli — nasz stan jest odporny na kolektywna dekoherencje, a zatem i na

wybér bazy pierwszego pomiaru. Gdy pierwszy foton okaze sie mieé polaryzacje pozioma, czyli
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|<), macierz gestosci pozostalych dwoch fotonéw to

1
2es = —1|p3|< 4.25
P2 = T oipaloy Pl (4.25)
0 0 0 0
laf? | I8 _ a*Btapr _|af? | I8P | of-ap”
-1 \2|2+ B o'Soas  laf +\ﬁlg srns 0
a a*B—af* [ o* B+af* ’
0 -5 +%+%5 =2 t% 1+t 525 2|2‘2
0 0 0 5

gdzie baza macierzy gestosci pac, to [«o<), [« [ ), | [ <) i|] | ). Gdyby$my zmierzyli stan pierw-
szego fotonu | | ), macierz py 1 wygladala by analogicznie do (4.25)),

pay = (i04)® pas (—ioa) . (4.26)

Przejdzmy do maksymalizacji informacji wzajemnej w sytuacji rozrézniania dwoch zadanych ortogo-
nalnych stanéw. Wyniki numeryczne zostaly pokazane na rys.[d.4] Z kolei na rys. przedstawiono
ustawienia dobre do tomografii kwantowej. Nalezy podkresli¢, ze dla stanu tréjfotonowego informa-
cja wzajemna miedzy dowolnym stanem a wynikiem pomiaru zalezy juz od wyboru bazy. Niestety,

nie jest mozliwe ustawienie jednej bazy, ktéra by pozwalata na wykonanie pelnej tomografii.

4.5. Zastosowania

Warto krétko wspomnieé¢ o mozliwych zastosowaniach wymienionych standéw 4- i 3-fotonowych.
Jednym z nich jest przesylanie informacji kwantowej. Przynajmniej w teorii, mozna zamieniaé
qubit logiczny zakodowany w omawianym stanie na zwykly qubit. Co wiecej, mozna prowadzié
obliczenia kwantowe na samych stanach z przestrzeni odpornej na dekoherencje [17, 18]. Nalezy
jednak podkresli¢, iz wymagaja one wigcej bramek kwantowych do przeprowadzenia tych samych

operacji.

Innym zastosowaniem jest kryptografia. Przyktadowy protokét [9] korzysta z faktu, ze dla stanéw
paroseparowalnych {|i1),|v2), [¢3)} (a takze ich trjfotonowych odpowiednikéw) mozna kodowaé
klucz w wybranej parze stanéw. Informacja jest przesylana wytacznie, gdy Alicja i Bob w danej
prébie wybiora ta sama pare standéw. Jako, ze wymienione stany nie sa ortogonalne, nawet w

przypadku doboru tej samej bazy tylko czes¢ préb zostanie zwienczona sukcesem.
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Rysunek 4.4: Wykres numerycznie znalezionej maksymalnej informacji wzajemnej dla danej pary

stanow tréjfotonowych. Zwrdéé uwage, ze nigdy nie osiaga ona 1, zatem nigdy nie jest mozliwy
jednoznaczny pomiar. Wykres analogiczny do rys. [4.2]

Rysunek 4.5: Informacja wzajemna dla réznych stanéw tréjfotonowych i ustalonej bazy pomiaro-
wej. (a) Baza wzajemnie nieobciazona (02 = 7/2, 03 = 7/2, @3 = 7/2) — pomiar tylko jednej
wspélrzednej sfery Blocha. (b) Baza polaryzacji liniowych z symetria obrotowa (62 = 27/3, 05 =

47 /3, p3 = 0) — pomiar dwbch wspélrzednych sfery Blocha. Oznaczenia jak w rys. b).
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Rozdziat 5

Usrednianie po SU(2)%"

Jedli chcemy doswiadczalnie badaé¢ wlasnosci stanéw odpornych na kolektywng dekoherencje, warto
moc jg zasymulowaé. W znanych autorowi eksperymentach, owa symulacja odbywala sie naiwnie
— przez losowe wyginanie $wiattowodu [19] lub zastosowanie takiej samej, ustalonej transformacji
unitarnej dla wszystkich fotonéw [14]. W niniejszej pracy rozwazymy operacje dajace dla zadanej

liczby fotonéw $ciste usrednienie po grupie SU(2)®".

Przejicie stanu zadanego macierzg gestodci p przez kanal podlegajacy silnej kolektywnej dekohe-

rencji jest dane przez (12.2))
Clp = / U putenqu, (5.1)
SU(2)

gdzie dla parametryzacji

U= cosf —isinfcosy —sinfsinexp(io) (5.2)
B sin @ sin ) exp(—i¢) cosf+isinfcostp |’ '
miara Haara to
1
dU = — sin® O sin¢df dip do (5.3)
272

za$ granice catkowania to 0 < 0 < 7w, 0 < ¥ < 710 < ¢ < 27. Taka operacja jest nazywana

wirowaniem (ang. twirling).

Narzucajacym sie sposobem symulacji owego uérednienia jest mozliwie geste probkowanie trans-
formacji . Taka metoda nie jest ani $cista, ani wygodna. Za to dla zadanej liczby fotonéw,
mozemy tak sprytnie prébkowaé grupe SU(2), by wynik uérednienia byt $cisty. Dziala to do pew-
nego stopnia analogicznie jak kwadratura Gaussa (calkowanie numeryczne biorace skonczenie wiele

prébek, ktore daje Scisty wynik dla wielomianéw do danego stopnia). Z punktu widzenia geometrii
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naturalne wydaje si¢ rozwazenie sumowania skonczenie wielu elementéw SU(2), czym sie zajme
w podrozdziale Na stole laboratoryjnym wygodniej jest jednak zestawi¢ obracajace sie plytki
falowe, niz przetacza¢ miedzy szeregiem standéw. Analiza usrednienia przy pomocy obracajacych sie
plytek falowych jest w podrozdziale [5.2]

Nim jednak przejde do dalszej czesci, sprowadze uérednianie po SU(2)®" do prostszego problemu.
Zamiast bada¢ jak dziala wirowanie macierzy gestosci (.1) wystarczy [20), 21] zbadaé¢ momenty

odpowiadajacych elementéw macierzy ortogonalnej

nA = 0®"dU, (5.4)
SU(2)

gdzie O jest macierza kanonicznie odpowiadajaca U,
SU(2) 3 U(0,¢,¢) — O(0,9,0) € SO3). (5.5)

Taka zamiana problemu jest mozliwa, gdyz kazda n-fotonowa macierz gestosci mozna przedstawic

w nastepujacej postaci

Pn = Z Ti1,...,inai1 X...Q0,, (56)
i1...in€{ld,z,y,2}

gdzie Tj, .. ;, to n-wymiarowa tabela liczb rzeczywistych. Nalezy podkresli¢, ze gdy interesuje nas
usrednienie dla n fotonéw, nalezy otrzymaé zgodnosé wszystkich momentéw (5.4) dla wymiaréw
od 1 do n.

Tensory pierwszych czterech momentéw to

'4;,=0 (5.7)
1
2Aij pq — géij‘qu

Aijk pgr = geijkepqr

% dla indeksow typu oo oo *** *,
1—15 dla indeksow typu cooo xx0 01 xx© ¢ 0000 oraz permutacji, x # o,
Y Aiikl pgrs = % dla indekséw typu oo %% oo e e oraz permutacji, o # *,o # o,
—% dla indekséw typu oo *x ¢ e ¢ e oraz permutacji, o # x,0 # e,
0  w pozostatych przypadkach.

gdzie przez permutacje rozumiem tu taks sama zamiane kolejnosci indekséw 5kl i pqrs.
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5.1. Dyskretne

Jeden ze sposobéw przeprowadzenia wirowania (ang. twirling) (5.1]) jest dyskretne prébkowanie,
Clol =Y piUS" U™, (5.8)

gdzie U; € SU(2) a p; to odpowiednie prawdopodobienstwa (>, p; = 1).

Zbioru par {(p;, U;) } spelniajacych (5.8)) jest nazywany unitarnym t-obrysem (ang. unitary t-design)
[22] 23]. Szukanie dyskretnego prébkowania odpowiadajacego usrednieniu po calej grupie SU(2) ma

pewien zwiazek z prébkowaniem sfery Blocha, czyli tzw. t-obrysem (ang. t-design).

Prébkowanie dzialajace dla danej liczby fotonéw dziala tez dla mniejszej liczby (mozna rozwazyé
dolozenie dodatkowych i zapomnienie o nich). Zamiast rozwijaé¢ teorig, skupie sie na jawnym po-
daniu wynikéw. W kontekscie niniejszej pracy najistotniejsze jest n = 3 i n = 4, niemniej pokaze
wyniki dla n € {2,3,5}.

W ogdélnosci prawdopodobienstwa moga by¢ rézne i zbiér G = {U;} nie musi mie¢ zadnej struktury.
My zajmiemy sie szczegdlnym przypadkiem, w ktérym prawdopodobienistwa sa réwne (tj. p; =
1/#G) a G jest grupa. Okazuje sie [24], ze odpowiednie podgrupy SO(3) bedace unitarnymi n-

obrysami to:

e Dla n =1 jest to tzw. czwérka Kleina (4 elementy: identycznosé i 3 obroty o kat m wokél

ortogonalnych osi).

Dla n = 2 jest to grupa obrotéw czworoécianu (12 elementéw).

Dla n = 3 jest to grupa obrotéw szescianu, a zarazem o$mioscianu (24 elementéw).

Dlan = 5 jest to grupa obrotéw dwunastoscianu, a zarazem dwudziestoscianu (60 elementéw).

5.2. Ciagle

W doswiadczeniu zmienianie pomiedzy kilkoma stanami moze by¢ niewygodne. Duzo przyjem-
niejszy schemat wydaje sie nastepujacy: ustawiamy szeregowo kilka plytek falowych, kazda z nich
obracamy jednostajnie ze stala predkoscia katowa. Predkosci sa wspotmierne, tak by po skoniczonym

czasie uzyskaé¢ pelne uérednienie:

= [ su v, (5.9)
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gdzie
Ut) = [1 R(ei,wit). (5.10)

Uwaga, U(t) nie jest jednoparametrowa grupa!

Ptytke falowa, przesuwajaca faze jednej polaryzacji o ¢, mozemy zapisaé nastepujaco

R(p,t) = exp(—itoy/2) exp(ipo,/2) exp(ito,/2) (5.11)
= cos(p/2) — isin(p/2) (cos(t)o, — sin(t)oy) .

Najpowszechniejszymi w laboratorium sa ¢wieré- i potfalowki, niemniej, do naszych celow beda

potrzebne réwniez inne plytki falowe.

Dla n = 1 u$rednienie realizowane jest dla plytek (i predkosci obrotéw):

U(t) = R(m,t)R(n/2, —t) (5.12)

Dla n = 2 udrednienie realizowane jest dla ptytek (i predkosci obrotéw):
U(t) = R(m,3t)R(m /2, —t) R(po, ), (5.13)

gdzie o = arccos (3_1/2) ~ 0.9553 ~ 54.7° jest polowa kata czworoscianu.

W przypadku istnienia dodatkowych symetrii, np. gdy chcemy usredni¢ stan krzyzowo ulozonych
polaryzacji po calej sferze Blocha, sprawa si¢ upraszcza [25]. Powyzsze zestawy plytek, wraz z
predkosciami kolowymi, zostaly niejako zgadniete. Pomocnym narzedziem w zgadywaniu jest li-
czenie odpowiednich momentéw macierzy obrotow . Odpowiednio sparametryzowalem obroty
(czyniac dodatkowe zalozenia), policzylem momenty w programie Wolfram Mathematica 7 i przy-
rownaltem je do pozadanych momentéw . Podejrzewam, ze dla n < 5 istnieja odpowiednie ciagte
prébkowania, a opdznienia fazowe plytek maja co$ wspoélnego z katami w brytach platonskich. Nie-
stety, obecnie nie dysponuje reguta, ktéra umozliwiataby systematyczne znalezienie odpowiednich

ciagtych prébkowan realizujacych usrednienie po SU(2)®"™ .
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Rozdziat 6

Podsumowanie

W niniejszej pracy magisterskiej zajatem si¢ stanami kwantowymi sktadajacymi si¢ z n fotondw,
ktore sa odporne dziatanie kolektywnej dekoherencji, polegajacej na takim samym obrocie pola-
ryzacji kazdego z fotonéw. Wprowadzitem podstawowe pojecia i powszechne znane rezultaty, w
szczegblnodei analize podprzestrzeni nierozspéjnianej (ang. Decoherence-Free Subspace) i podu-
ktadéw bezszumowych (ang. Noiseless Subsystems). Pokazatem co juz wiadomo o czterofotonowe;j

podprzestrzeni nierozspdjnianej oraz niektore rezultaty z symulacji kolektywnej dekoherencji.

W pracy przedstawilem nowe rezultaty, ktérych nie spotkatem w obecnej literaturze. Zapropo-
nowalem diagramy ulatwiajace liczenie iloczynéw skalarnych pewnych szczegdlnych stanéw pod-
przestrzeni singletowej ztozonej z qubitow. Pokazatem, ze jedli zakodujemy informacje kwantowsg w
podprzestrzeni singletowej, nie tylko jest ona odporna na kolektywna dekoherencje, ale tez strata
pojedynczego fotonu jej nie niszczy. Ta obserwacja ma wazne znaczenie w przypadku przesylania
informacji przez swiattlowdéd — rozwiazuje ona zaréwno problem losowego obrotu polaryzacji, jak i
niewielkich strat. Przeanalizowalem rozréznialno$é ortogonalnych stanéw, gdy ograniczamy sie do
mierzenia polaryzacji kazdego ze sktadowych fotonéw osobno, zaréwno dla czterofotonowej podprze-
strzeni nierozspodjnianej, jak i tréjfotonowego podukladu bezszumowego. Dodatkowo, otrzymalem
nowy i praktyczny do$wiadczalnie sposéb symulacji kolektywnej dekoherencji, przez wlozenie we

wiazke obracajacych sie ze stalymi predko$ciami kotowymi plytek fazowych.

Natknatem sie na szereg probleméw, ktére pozostaly nierozwiazane. By¢é moze nie sa to trudne
pytania, a moj brak odpowiedzi wynika wylacznie ze skupienia sie na innych obszarach badawczych.

Sa to m.in.:

e Czy kazda baza podprzestrzeni singletowej sktadajaca sie ze standéw paroseparowalnych musi

mieé¢ postaé bazy nie przecinajacych sie cieciw (z doktadnoscia do permutacji)?
e Czy istnieje prosta ogdlna konstrukcja bazy ortogonalnej dla podprzestrzeni singletowe;j?
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e Czy mozna tak skonstruowaé¢ poduktad bezszumowy, by strata pojedynczego fotonu nie nisz-

czyla niesionej informacji?

e Jak uogdlnienie schematu pomiaréw, z lokalnych do wszystkich korzystajacych z optyki pa-

sywnej [26], pomaga w rozréznialno$ci omawianych stanéw cztero- i tréjfotonowych?

e Czy i jak mozna skonstruowaé zestawy obracajacych sie ptytek falowych, by $écidle symulowaty
usrednianie po SU(2)®" dla n = 3,4, 57

Jak wida¢, niniejszy temat jest tetniacy zyciem i czeka na kolejne postepy.
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Dodatek A
Clebsch-Gordan 1 liczenie Sciezek

W niniejszym dodatku znajduje si¢ elementarne wyprowadzenie rozktadu Clebscha-Gordana dla n

rozréznialnych czastek o spinie 1.

Algebra reprezentacji spinowych jest nastepujaca

(Ho ® H1/2) =Hi/2 (A.1)
(HS ® H1/2) = Hsfl/g > H5+1/2 dla s > 0,

pamietajac, ze suma prosta & i iloczyn tensorowy ® zachowuja sie jak zwykle dodawanie i mnozenie
(w sensie lacznosci, przemiennosci i rozdzielnosci). Z fizycznego punktu widzenia sprawa wyglada
nastepujaco: gdy do stanu o spinie ré6znym od zera dolozymy spin 1, moze od ustawic si¢ réwnole-
gle albo antyréwnolegle (odpowiednio, zwiekszajac lub zmniejszajac sumaryczny maksymalny rzut

spinu).

Jesli chcemy dowiedzieé¢ sie na ile sposobéw mozemy uzyskaé¢ podprzestrzen o spinie s wystarczy
policzy¢ rézne Sciezki od punktu (0,0) do punktu (n, s), takie, ze dla wspo6trzednej ktére nie scho-
dza ponizej zera i ktérych odcinki maja postaé¢ (1,+1/2) i (1,—1/2). W celu policzenia wystaczy

skorzystaé z tzw. lematu o odbiciu [27] by otrzymaé

25 +1 n
= - A-2
Cn2s n/2—|—s—i—1<n/2+s>7 (4.2)

ktérego numeryczne wartosci sa zaprezentowane w tab.
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(n\s[ 0[] 3] 1 [ 3] 2 [§[3[F[4[s[5[8]6[8[T7]
0 1
1 1
2 1 1
3 2 1
4 2 3 1
5 5 4 1
6 5 9 5 1
7 14 14 6 1
8 14 28 20 7 1
9 42 48 27 8 1
10 42 90 75 35 9 1
11 132 165 110 44 10 1
12 132 297 275 154 54 11 1
13 429 572 429 208 65 12 1
14 429 1001 1001 637 273 77 13 1

Tabela A.1: Krotnosci reprezentacji spinu s w przestrzeni produktowej n qubitéw — C,, /9 5 (A.2).

Brak wpisu oznacza zero.
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