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Streszczenie

Niniejsza praca magisterska przedstawia analizę stanów odpornych na działanie kolektywnej deko-

herencji, składających się z cząstek o spinie 1/2. Omawiam ogólne właściwości takich stanów oraz

analizuję geometrię podprzestrzeni singletowej. Pokazuję, że strata fotonu ze stanu z podprzestrzeni

singletowej nigdy nie niszczy niesionej informacji kwantowej. Następnie zajmuję się cztero- i trójfo-

tonowymi stanami odpornymi na kolektywną dekoherencję. Przedstawiam ich geometrię, sposoby

wytwarzania oraz różne schematy pomiarów. Na końcu analizuję symulację działania kolektywnej

dekoherencji w dwóch wariantach, obu zdatnych do zastosowania na stole laboratoryjnym.
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Rozdział 1

Wstęp

Kwantowe stany materii są cennym surowcem do obróbki i przesyłania informacji. Przynajmniej

teoretycznie, umożliwiają rozwiązanie pewnych problemów algorytmicznych znacznie szybciej niż

jakikolwiek komputer klasyczny. Inne zastosowania tyczą się kryptografii. Dzięki własnościom me-

chaniki kwantowej można szyfrować dane w taki sposób, że zasady fizyki nie pozwalają złamać

szyfru (a nie tylko czynią złamanie niezwykle trudnym problemem).

Niemniej, możliwości inżynierii kwantowej mają swoją cenę. Po pierwsze, ciężko stworzyć bramki

logiczne dla qubitów. Wzajemna interakcja dwóch cząstek jest albo bardzo podatna na zakłócenia

(np. wypadku oddziaływania elektronów), albo skrajnie mało efektywna (np. dla oddziaływania

fotonów). Po drugie, stany kwantowe są wrażliwe na interakcje ze środowiskiem. Strata cząstek,

czy przypadkowy obrót polaryzacji, jest nieraz zabójcza dla niesionej informacji.

Informację kwantową można chronić na kilka różnych sposobów. Gdy amplituda szumu jest niewiel-

ka, można stosować redundancję przesyłanej informacji lub kody odporne na stratę jednej cząstki.

Czasem zakłócenia wykazują pewną symetrię — np. są w postaci losowej operacji unitarnej działa-

jącej tak samo na każdą pojedynczą cząstkę. O ile niemożliwe staje się przesłanie informacji przy

pomocy jednej cząstki, można zakodować informację w pewnym symetrycznym stanie kilku cząstek.

W praktyce do przesyłania informacji kwantowej na większe odległości nadają się wyłącznie fotony.

Można jest przesyłać drogą powietrzną, przy czym taka komunikacja ma ograniczony zasięg i zara-

zem jest podatna na warunki atmosferyczne. Wygodniejsze jest przesyłanie informacji zakodowanej

w polaryzacji fotonów przez światłowód. Należy się jednak liczyć z tym, że każdy światłowód wpro-

wadza tłumienie (stratę fotonów) oraz losowy obrót polaryzacji. Z powodu deformacji mechanicz-

nych i termicznych, w światłowodzie jest indukowana dwójłomność. Dodatkowo, sam zakrzywiony

kształt światłowodu wprowadza obrót polaryzacji związany z fazą Berry’ego. Więcej na ten temat

znajduje się w pracy przeglądowej [1]. Taka deformacja ma swoją charakterystyczną skalę czasu τ .

Wiedząc o tym, możemy przesyłać kilka fotonów w odstępach czasowych znacznie mniejszych od τ .
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Tym samym o ile obrót polaryzacji jest losowy, to jest on taki sam dla wszystkich fotonów. Korzy-

stając z symetrii zjawiska, możemy poszukać takich stanów kwantowych (czystych lub mieszanych),

które się niezmienniczne ze względu na ten proces, zwany kolektywną dekoherencją (ang. Collective

Decoherence). Przykładowo, dla dwóch fotonów stan singletowy i stan tripletowy nie mieszają się

podczas kolektywnej dekoherencji.

Osią niniejszej pracy magisterskiej jest analiza podprzestrzeni nierozspójnianych (ang. Decoherence-

Free Subspaces, DFS) oraz podukładów bezszumowych (ang. Noiseless Subsystems, NS), obu zwią-

zanych z kolektywną dekoherencją. Szczególną uwagę skieruję na pewien czterofotonowy stanu

światła [2], w którym zakodowany jest jeden qubit logiczny. Wykażę, że zarówno wspólny obrót po-

laryzacji, jak i utrata pojedynczego fotonu, nie zaburzają przesyłanej informacji. Przedstawię sche-

maty jego wytwarzania przez kombinację dwóch par ze spontanicznego parametrycznego podziału

częstości. Zajmę się również sposobami jego mierzenia przez różne warianty osobnego mierzenia

polaryzacji składowych fotonów. Część ogólnych informacji znajduje się w pracy przeglądowej [3].

Praca jest uporządkowana następująco. Rozdział 1. to wstęp, który masz przyjemność teraz czytać.

W rozdziale 2. przedstawiam ogólną teorię ochrony informacji przed szumem kolektywnym. Omówię

tzw. podprzestrzenie nierozspójniane oraz podprzestrzenie bezszumowe. Rozdział 3. zawiera opis

geometrii podprzestrzeni singletowych. W rodziale 4. zajmuję się analizą konkretnego czterofot-

nowego stanu światła (a także jego trójfotonowego odpowiednika), jego własnościami, technikami

wytwarzania oraz mierzenia. W rozdziale 5. proponuję łatwe doświadczalnie symulację działania

silnego szumu kolektywnego, polegające na włożeniu w wiązkę obracających się płytek fazowych.

Rozdział 6. podsumowuje pracę oraz daje wgląd w możliwe dalsze kierunki padań. Dodatek A

zawiera wyprowadzenia matematycznych aspektów z rozdziału 3.
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Rozdział 2

Podprzestrzenie nierozspójniane i
podukłady bezszumowe (DFS i NS)

W niniejszym rozdziale zajmę się geometrią podprzestrzeni nierozspójnianych i podukładów bez-

szumowych. Ograniczę się wyłącznie do dekoherencji polegającej na działaniu kolektywnego szumu

— tj. losowej operacji unitarnej działającej tak samo na każdą cząstkę

|ψ〉 7→ U⊗n|ψ〉, (2.1)

gdzie |ψ〉 jest stanem n-cząstkowym, U jest operatorem unitarnym działającym na pojedynczą

cząstkę, a U⊗n = U ⊗ . . .⊗U (n razy). Przyjmę, że szum może być dowolnie duży, zatem wszystkie

sposoby ochrony przed szumem będą polegały na zastosowaniu stanów o określonej symetrii. Ogra-

niczę się do rozróżnialnych cząstek o dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta. Tym samym wszelkie

uśrednienia będą się działy względem iloczynów tensorowych grupy SU(2).

Powyższe założenia są spełnione w dwóch ważnych przypadkach. Pierwszy to elektrony oddzielone

przestrzennie, na które działa pole magnetyczne, o skali zmienności przestrzennej znacznie większej

niż wzajemne odległości elektronów. Takie pole wywołuje precesję spinu, która o ile może być duża,

to jest taka sama dla każdego elektronu osobno. Drugi, to szybka seria kilku fotonów podróżujących

przez światłowód.

Działanie kanału, w postaci światłowodu z kolektywnym szumem, jest dane przez następującą

wielkość

Cp(U)[ρ] =
∫
SU(2)

p(U)U⊗nρU †⊗ndU, (2.2)

gdzie U ∈ SU(2), p(U) jest dowolnym rozkładem prawdopodobieństwa, a dU jest miarą Haara. Dla

jednorodnego prawdopodobieństwa p(U) = 1 macierz gęstości stanu ulega uśrednieniu ze względu
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na obroty polaryzacji. Więcej o samym procesie uśredniania, a także jego symulacji, znajduje się

w rozdziale 5. Stan uśredniony jest w szczególności odporny na działanie dowolnego szumu (tj.

dowolnego p(U)). Tym samym w całej niniejszej pracy będziemy badać kanał dla p(U) = 1.

Do przesyłania informacji przez taki kanał potrzebujemy stanów, które są niezmiennicze ze względu

na działanie kanału kwantowego, tj. spełniają związek

C[ρ] = ρ ⇐⇒ ∀U ∈ SU(2) U⊗nρU †⊗n = ρ, (2.3)

gdzie C = Cp(U)≡1. Szczególnie, ale nie wyłącznie, interesują nas stany czyste. Zbiór stanów czystych

spełniających (2.3) nazywamy podprzestrzenią nierozspójnianą (DFS), a zbiór stanów mieszanych

— podukładem bezszumowym (NS).

2.1. Rozkład Clebscha-Gordana

W znajdowaniu stanów odpornych na kolektywną dekoherencję znacznie pomaga rozkład Clebscha-

Gordana — tj. wyrażenie iloczynu tensorowego reprezentacji grupy przez sumę prostą reprezentacji

grupy. Zobaczmy jak on działa dla kilku przykładowych iloczynów przestrzeni stanów:(
H1/2

)⊗2
= H0 ⊕H1 (2.4)(

H1/2

)⊗3
= H1/2 ⊕H1/2 ⊕H3/2(

H1/2

)⊗4
= H0 ⊕H0 ⊕H1 ⊕H1 ⊕H1 ⊕H2,

gdzieHs to reprezentacja spinu s. Oczywiście wymiar odpowiedniej reprezentacji to dimHs = 2s+1.

Kolektywna zmiana polaryzacji nie miesza różnych reprezentacji. W szczególności, dla przypadku

dwóch cząstek, stany singletowy nigdy nie zmiesza się ze stanem trypletowym.

Podprzestrzenie singletowe, czyli o spinie 0, są niezmiennicze ze względu na kolektywne obroty

polaryzacji. Tym samym będziemy zamiennie używali nazw podprzestrzenie singletowe i podprze-

strzenie nierozspójniane. Dla dwóch cząstek podprzestrzeń singletowa ma wymiar 1, zatem nie

możemy zakodować w niej żadnej informacji kwantowej. Za to dla czterech cząstek mamy dokład-

nie 2-wymiarową przestrzeń singletową, w której możemy zakodować dokładnie jeden qubit. Więcej

o tym kodowaniu jest w rozdziale 4. Dla trzech cząstek mamy dwuwymiarową podprzestrzeń spin- 12 ,

czyli dubletową. W niej również możemy kodować informację kwantową, jednak przy pomocy stanu

mieszanego (czyli w podukładzie bezszumowym).
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W ogólności [4, 5], reprezentację n cząstek o spinie 1
2 da się wyrazić następująco

(
H1/2

)⊗n
=

n/2⊕
s=(n mod 2)/2

Cn/2,sHs (2.5)

Cn/2,s =
2s+ 1

n/2 + s+ 1

(
n

n/2 + s

)
, (2.6)

gdzie w (2.5) iterator s (który może być wielokrotnością 1
2) zwiększamy o jeden. Analogiczną kon-

wencję przyjmujemy we wszystkich innych sumach i sumach prostych. Wyprowadzenie powyższego

wzoru znajduje się w dodatku A. Szczególnie interesuje nas podprzestrzeń singletowa (s = 0), która

występuję tylko dla parzystej liczby cząstek (n = 2k). Dla przypomnienia, Ck,0 to dobrze znane w

matematyce liczby Catalana.

Do analizy stanów z podukładów bezszumowych przydatny jest następujący związek:

dHs := Hs ⊕ . . .⊕Hs︸ ︷︷ ︸
d razy

= C
d ⊗Hs. (2.7)

Czyli ilekroć mamy do czynienia z degeneracją (w postaci sumy d reprezentacji o spinie s), tylekroć

możemy w takiej sumie zakodować qudit. Przy czym przy przejściu przez kanał część spinowa

zostanie uśredniona do stanu całkowicie mieszanego

C[ρNS ⊗ ρs] = ρNS ⊗ 1
2s+112s+1. (2.8)

2.2. Klasyczna i kwantowa pojemność kanału

W przypadku przejścia przez kanał dowolnego stanu n cząstkowego zadanego przez macierz gęstości

ρ otrzymujemy

C[ρ] =
n/2⊕

s=(n mod 2)/2

ρCn/2,s ⊗ 1
2s+112s+1. (2.9)

Z klasycznego punktu widzenia, nasz słownik ma długość

n/2∑
s=n/2 mod 2

Cn/2,s =

(
n

bn/2c

)
≈ 2n√

πn/2
. (2.10)

Nie jest to szczególnie imponujące, gdyż znacznie prostsza metoda przesyłania 0− n fotonów (ty-

pu: na i-tej pozycji jest foton lub nie) daje słownik długości 2n, również odporny na kolektywną
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dekoherencję.

Z kwantowego punktu widzenia, niestety, dysponujemy mniejszą przestrzenią. Dekoherencja unie-

możliwia trzymanie spójnej superpozycji między elementami różnowymiarowych reprezentacji. Tym

samym, przy danej liczbie fotonów, maksymalny wymiar przesyłanego qudita to maxsCn/2,s. Sku-

pimy się wyłącznie na podprzestrzeniach singletowych (s = 0) i dubletowych (s = 1
2). Motywacje

są dwie:

• To są najprostsze podprzestrzenie, odpowiednio dla parzystej i nieparzystej liczby cząstek.

• Wymiar przestrzeni singletowej dla 2k cząstek jest równy wymiarowi przestrzeni dubletowej

dla 2k−1 cząstek (tj. Ck,0 = Ck−1/2,1/2. Ma to poważne konsekwencje dla ochrony informacji

w przypadku straty fotonu.

Wymiar przestrzeni singletowej dla n fotonów to

Cn/2,0 ≈
2n+3/2
√
πn3/2 . (2.11)
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Rozdział 3

Geometria przestrzeni singletowej

W niniejszym rozdziale zajmę się geometrią przestrzeni singletowej, złożonej z parzystej liczby czą-

stek o spinie 1
2 . Wprowadzę pojęcie stanu paroseparowalnego po czym skonstruuję bazę przestrzeni

singletowej za [6]. Następnie przejdę do liczenia iloczynów skalarnych dowolnych stanów parosepa-

rowalnych przy pomocy pewnych diagramów. Udowodnię, że strata pojedynczego fotonu ze stanu

singletowego nigdy nie powoduje straty informacji. Innymi słowy pokażę, że dla stanu z podprze-

strzeni nierozspójnianej strata pojedynczego fotonu przeprowadza go w podukład bezszumowy przy

zachowaniu pełnej niesionej informacji kwantowej.

3.1. Baza podprzestrzeni singletowej

Dla przypomnienia (2.5), dla n = 2k qubitów wymiar przestrzeni singletowej to k-ta liczba Catalana

Ck,0 =
1

k + 1

(
2k
k

)
. (3.1)

Oprócz samej znajomości wymiaru przestrzeń singletowej, warto znać jej geometrię. Niech

|si,j〉 =
1√
2

(|↔ l 〉 − | l ↔〉)i,j =
1√
2

(
a†i↔a

†
j l − a

†
i l a

†
j↔

)
|Ω〉. (3.2)

będzie dwucząstkowym stanem singletowym złożnym z i-tego i j-tego qubitu, podczas gdy |Ω〉 to

stan próżni, a a†· to operatory kreacji odpowiednich modów.

W oczywisty sposób do podprzestrzeni singletowej tworzonej przez 2k cząstek o spinie 1
2 będą
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należały wszystkie stany w postaci (dalej nazywane stanami paroseparowalnymi)

|sP〉 =
k⊗
i=1

|sP(2i−1),P(2i)〉, (3.3)

gdzie P : {1, 2, . . . , 2k} → {1, 2, . . . , 2k} jest permutacją. Dla uproszczenia sprawy (i nie liczenia

tych samych stanów wielokrotnie, i to z różnymi znakami), niech pierwszy wyraz będzie mniejszy

od drugiego P(2i − 1) < P(2i) oraz niech dla nieparzystych indeksów będzie to funkcja rosnąca

P(2i− 1) < P(2i+ 1). Takich stanów, lub równoważnie - podziałów 2k-elementowego zbioru na k

podzbiorów dwuelementowych, jest

(2n)!
2nn!

= (2n− 1)!! ≈
√

2
(

2
e

)n
nn, (3.4)

czyli jest ich znacznie więcej niż wymiar podprzestrzeni singletowej (2.11). Zresztą, na razie nie

wiemy nawet, czy wszystkie elementy podprzestrzeni singletowej da się wyrazić przy pomocy kom-

binacji liniowych zbioru {|sP〉}.

Ograniczmy się zatem do pewnych bardzo specyficznych stanów paroseparowalnych (zadanych przez

permutacje P̄) — takich, że jak narysujemy okrąg, a na nim kolejne numery cząstek, a przez cięciwy

oznaczymy pary będące dwucząstkowymi singletami, to żadna z cięciw się nie przetnie. Alterna-

tywnie, rozważmy poprawne ciągi k lewych i k prawych nawiasów. Przez poprawność rozumiem

takie ciągi, w których w każdym miejscu (licząc w lewo) jest więcej lewych nawiasów niż prawych.

Np. dla k = 2 ()() i (()) to poprawne nawiasowania, a )()(, ())( i )(() to niepoprawne nawiasowa-

nia. Odpowiadające sobie nawiasy reprezentują pojedynczą parę singletową. Przykładowy diagram

nawiasowy znajduje się na rys. 3.1 (by uzyskać z niego cięciwy, należy zawinąć numery w okrąg).

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
(a) (b)

Rysunek 3.1: Diagramy stanów paroseparowalnych dla n = 8 fotonów. Linia pomiędzy i-tym i j-
tym fotonem oznacza, że w skład wchodzi stan singletowy |sij〉. (a) Stan z kanonicznej bazy (nie
zawiera przecięć). (b) Stan nie należący do kanonicznej bazy (zawiera przecięcia).

Takich diagramów cięciw, czy też nawiasowań, jest dokładnie tyle co k-ta liczba Catalana [7] , a

dowód jest prostym zadaniem kombinatorycznym. Skoro |sP̄〉 należą do przestrzeni singletowej i

jest ich dokładnie tyle, jaki jest jej wymiar — stanowią one bazę wtedy, i tylko wtedy, gdy są

liniowo niezależne. Przytoczę dowód liniowej niezależności domniemanej bazy za [6]. Pokażemy nie
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wprost, że domniemamy układ nie może być liniowo zależny.

Rozłóżmy domniemaną bazę na superpozycję stanów produktowych (w bazie {|↔〉, | l 〉}), po czym

posortujmy je leksykograficznie. Przyjmujemy, że w naszym alfabecie↔ jest przed l , a najważniej-

sze litery są po lewej (a zatem np. |↔ l ↔ l 〉 jest przed | l ↔ l ↔〉). Dla każdego stanu bazowego

wybieramy etykietkę w postaci pierwszego leksykograficznie składnika (czyli np. dla |s12s34〉 jest to

|↔ l ↔ l 〉 ). Chcemy pokazać, że dla różnych stanów bazy etykietki są różne. W ramach splątanej

pary, musi być w etykietce ↔ i l , przy czym ↔ stoi na pierwszej pozycji. Zamiana ↔ na ( i l
na ) daje bijekcję między etykietką stanu a odpowiadającym mu nawiasowaniem.

Sortujemy bazę względem etykietek (znów leksykograficznie), oznaczając jej elementy jako |bi〉.
Układ jest liniowo zależny wtedy i tylko wtedy, gdy

∑
ci|bi〉 = 0, (3.5)

gdzie co najmniej jeden współczynnik zespolony ci jest niezerowy. Niech ci0 będzie niezerowym

współczynnikiem o najmniejszym indeksie. Zatem suma zawiera stan odpowiadający etykietce.

Żaden z kolejnych stanów (tj. z i > i0) nie zawiera składnika odpowiadającego etykietce, zatem

suma nie może być równa zero. Sprzeczność. Na mocy dowodu nie wprost, układ {|bi〉} stanowi

bazę.

Należy jednak podkreślić, że nie jest to baza ortogonalna. W istocie żadne z jej elementów nie są

do siebie prostopadłe! Przy okazji warto zwrócić uwagę, że nie każdy podzbiór stanów paroseparo-

walnych (3.3) o mocy Ck,0 stanowi bazę podprzestrzeni singletowej.

3.2. Iloczyn skalarny w podprzestrzeni singletowej

Skoro mamy do czynienia z nieortogonalną bazę, istotna jest dla nas znajomość jej iloczynów ska-

larnych. Szerzej, rozważmy iloczyn dwóch dowolnych stanów parosperowalnych (3.3), czyli 〈s′P |sP〉.

Dla uproszczenia sprawy podzielmy go na części indeksowane r, które możemy zapisać w postaci

produktowej, tj. takie

〈sP |s′P〉 =
p∏
r=1

〈sPr |sP ′r〉, (3.6)

że żadnego z czynników nie da się już podzielić na mniejsze (a |sPr〉 i |sP ′r〉 to znormalizowane stany

kwantowe). Iloczyn skalarny każdego z tych czynników jest liczony w przestrzeni nr-cząstkowej.

Obliczmy taki częściowy iloczyn skalarny. W tym celu zbadajmy z czym się może sparować 〈↔i1 l i2 |.
Otóż jeśli spojrzymy na ostatnią cząstkę, musi się sparować z | l i2↔i3〉. Zaś ostatni wyraz, musi się

sparować z 〈↔i3 l i4 | itd. Idziemy tak aż się kółko zamknie, a zatem i wyczerpiemy możliwości w
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nierozkładalnym iloczynie. Jako wynik dostajemy 1 razy 2−nr/2 (czynnik wynikający z normaliza-

cji) razy 2 (moglibyśmy startować ze stanu 〈vi1↔i2 |) razy znak. Znak przy czynniku 〈↔i l j | (albo

−| l i↔j〉) to + gdy i < j i − gdy i > j (te drugie nazwiemy obróconymi parami). Tym samym

〈sPr |sP ′r〉 = (−1)#obróconych par w tym czynniku
(
−1

2

)nr/2−1
, (3.7)

a zatem i

〈sP |sP ′〉 = (−1)#obróconych par
(
−1

2

)n/2−p
, (3.8)

gdzie p to liczba czynników (3.6). Owe czynniki, dalej zwane pętlami, mają przyjemną graficzną

interpretację — rys. 3.2.

Rysunek 3.2: Jeśli chcemy policzyć iloczyn skalarny pomiędzy dwoma stanami paroseparowalnymi,
należy narysować diagram jednego ze stanów i drugiego, odbity względem poziomu. Dla każdej
pary z pierwszego diagramu należy narysować strzałkę od fotonu o mniejszym indeksie do takiego
o większym większej, dla diagramu drugiego — odwrotnie. Ew. zmiana kierunki jednej strzałki na
przeciwny zmienia znak stanu. Następnie należy policzyć pętle — dla podanego przykładu liczba
fotonów to 8, liczba pętli to 2. Liczba obróconych par to liczba strzałek, które mijamy pod prąd
(wybór kierunku nie ma znaczenia). W tym przykładzie w krótszej pętli jest to 0, w dłuższej — 2.
Zatem, korzystając ze wzoru (3.8), otrzymujemy 〈s12s36s45s79|s18s23s45s67〉 = 1/4.

3.3. Baza podprzestrzeni dubletowej

Stawiam Ansatz, że bazą przestrzeni dubletowej są następujące stany

|di↔〉 =
√

2〈↔1|bi〉 (3.9)

|di l 〉 =
√

2〈 l 1|bi〉.

Równoważnie, to są stany z bazy singletowej, w którym z pierwszej pary pierwsza cząstka została

usunięta, a zamiast drugiej z tej pary jest albo |↔〉, albo | l 〉. Takich stanów jest dokładnie 2Ck,0,
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czyli tyle co być powinno (2.5). W oczywisty sposób transformują się jak dublet1.

Zauważmy, że stany o różnym rzucie spinu są ortogonalne, tj.

〈di↔|dj l 〉 = 0. (3.10)

Można się o tym przekonać namacalnie, widząc, że w każdym składniku |di↔〉 jest o jeden więcej

| l 〉 niż w |dj l 〉.

Zaś stany o tym samym rzucie spinu mają ten sam iloczyn skalarny jak odpowiednie im stany bazy

przestrzeni singletowej

〈di↔|dj↔〉 = 〈di l |dj l 〉 = 〈bi|bj〉. (3.11)

Pierwsza równość jest konsekwencją faktu, że |di↔〉 i |di l 〉 różnią się zamianą wszystkich ↔ na l
i vice versa. Druga równość pokażemy korzystając z rozpisania

|bi〉 =
1√
2

(
|↔〉|di↔〉+ | l 〉|di l 〉

)
. (3.12)

Biorąc iloczyn skalarny dwóch stanów singletowych, pamiętając o (3.10) i pierwszej części (3.11),

otrzymujemy część drugą. Obserwacja uogólnia się na dowolne elementy dubletowe otrzymane z

układu nadzupełnego (3.6) w sposób analogiczny do (3.9).

Tym samym możemy sprowadzić liczenie iloczynów skalarnych w bazie dubletowej do liczenia iloczy-

nów w przestrzeni singletowej. Można wprowadzić graficzną notację do liczenia iloczynów skalarnych

przestrzeni dubletowej, analogiczną do tej dla stanów singletowych.

3.4. Dlaczego strata pojedynczego fotonu nie niszczy informacji

W tym podrozdziale pokażę, że strata pojedynczego fotonu ze stanu singletowego nie powoduje

straty informacji kwantowej. Niech informacja kwantowa będzie zakodowana w amplitudach, tj.

|ψ〉 =
∑
i

ci|bi〉, (3.13)

a odpowiadająca takiemu stanowi macierz gęstości to ρ = |ψ〉〈ψ|. Istotna jest wiedza, który foton

został stracony. W teorii zawsze jest możliwe zmierzenie, który foton został zgubiony bez zaburzania

stanu. W praktyce, już po samym pomiarze będziemy wiedzieli który detektor nie kliknął. Dla

ustalenia uwagi przyjmijmy, że zgubiliśmy pierwszy foton. Otrzymujemy macierz gęstości będącą

1Przy czym uwaga — |di↔〉 transformuje się jak polaryzacja pionowa | l 〉, a |di l 〉 — pozioma |↔〉. Wybór kon-
wencji, o ile tu wydaje się mylący, ułatwi nam nieco życie w opisywaniu pomiarów w dalszej części pracy magisterskiej.
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śladowaniem ρ po stanach pierwszego fotonu

ρpo stracie = 1
2

∑
i,j

cic
∗
j |di↔〉〈dj↔|+ 1

2

∑
i,j

cic
∗
j |di l 〉〈dj l | (3.14)

= ρL ⊗ 1
212,

przy czym ρL ∼= ρ. Oczywiście powyższe macierz gęstości ρL jest fizycznie czym innym niż ρ

odpowiadające początkowemu stanowi singletowemu. Niemniej, niesie dokładnie tę samą informację

(ma takie same elementy macierzowe, mimo iż baza jest fizycznie inna).

Dajmy na to, że zamiast zgubienia fotonu mierzymy jego polaryzację. O ile po pomiarze stan

pozostałych fotonów jest czysty (np. zmierzyliśmy |↔〉, więc stan reszty to kombinacja liniowa

|di↔〉), to po propagacji przez ośrodek staje się stanem mieszanym (2.8), dokładnie takim samym

jak (3.14).

Tym samym pokazaliśmy, że informacja niesiona w stanach z podprzestrzeni nierozspójnianej (DFS)

zawsze jest odporna na stratę pojedynczego fotonu. Powstały stan jest mieszanym stanem dubleto-

wym, przy czym mieszanie następuje po stopniach swobody nie niosących przesyłanej informacji.

Cała przekazywana informacja kwantowa siedzi w podukładzie bezszumowym (NS).
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Rozdział 4

Czterofotonowy stan światła niosący
qubit

W niniejszym rozdziale rozważę czterofotonowy stan światła, który jest zarówno odporny na przej-

ście przez światłowód obracający polaryzację, jak i stratę jednego fotonu. Innymi słowy, zademon-

struję praktyczne zastosowanie ogólnej teorii do najprostszego przypadku. Omawiany stan został

wprowadzony w pracy [2]. Analiza geometrii stanu sześciofotonowego znajduje się w [8].

Na początku zdefiniuję stan i zademonstruję jego właściwości. Następnie przedstawię sposób jego

wytwarzania, korzystający ze zjawiska spontanicznego podziału częstości. Pokażę, dla których stany

łatwo uzyskać, a które — trudniej. Zajmę się analizą schematów pomiaru stanu kwantowego, oma-

wiając kilka nierównoważnych wariantów. Przedstawię również wyniki dla stanu po stracie fotonu.

Pod koniec zademonstruję przykładowe zastosowania omawianego stanu.

4.1. Geometria

Znamy wymiar, a także ogólną postać bazy, przestrzeni singletowej — patrz podrozdział 3.1. Dla

czterech fotonów podprzestrzeń nierozspójniana jest 2-wymiarowa. Tym samym możemy w niej

zakodować dokładnie jeden logiczny qubit. Niemniej, wygodniej jest skorzystać z układu nadzupeł-

nego, tj. wszystkich stanów paroseparowalnych. Są trzy takie:

|ψ1〉 = |s12〉|s34〉 =
1√
2

(|a2〉 − |a3〉) (4.1)

|ψ2〉 = |s13〉|s42〉 =
1√
2

(|a3〉 − |a1〉)

|ψ3〉 = |s14〉|s23〉 =
1√
2

(|a1〉 − |a2〉)
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gdzie |ai〉 to ortogonalne stany pomocnicze

|a1〉 =
1√
2

(|↔↔ l l 〉+ | l l ↔↔〉) (4.2)

|a2〉 =
1√
2

(|↔ l ↔ l 〉+ | l ↔ l ↔〉)

|a3〉 =
1√
2

(|↔ l l ↔〉+ | l ↔↔ l 〉) .

Wprowadzenie stanów pomocniczych uprości niektóre obliczenia. Należy jednak podkreślić, że stany

|ai〉 nie należą do podprzestrzeni odpornej na dekoherencję. Konwencja oznaczania stanów jest inna

niż np. w [9] (i w pewnym sensie bardziej naturalna), by iloczyn skalarny między dwoma różnymi

stanami (3.8) zawsze był taki sam.

Niech |ψi⊥〉 to będzie stan ortogonalny do |ψi〉 w podprzestrzeni nierozspójnianej. Te 6 wymienio-

nych stanów jest szczególnie łatwo wytworzyć i zmierzyć. Poniżej znajdują się podstawowe własności

geometryczne wyżej wymienionych:

〈ψi|ψj〉 =
3
2
δij −

1
2

(4.3)

|ψ1〉+ |ψ2〉+ |ψ3〉 = 0

|ψi⊥〉 =
∑
j,k

εijk
1

2
√

3
(|ψj〉 − |ψk〉) =

1√
6

(|a1〉+ |a2〉+ |a3〉 − 3|ai〉)

〈ψi⊥|ψj〉 =

√
3

2

∑
k

εijk

〈ψi⊥|ψj⊥〉 =
3
2
δij −

1
2

Jeśli naniesiemy stany |ψi〉 na sferę Blocha, znajdą się w jednej płaszczyźnie, a kąty między nimi

będą wynosiły 120◦. Dodatkowo, możemy pokusić się na wypisanie dwóch wyróżnionych stanów,

poniekąd analogicznych do polaryzacji kołowych

|ψL〉 =

√
2

3

(
|ψ1〉+ e+i2π/3|ψ2〉+ e−i2π/3|ψ3〉

)
(4.4)

|ψR〉 =

√
2

3

(
|ψ1〉+ e−i2π/3|ψ2〉+ e+i2π/3|ψ3〉

)
.

Qubit logiczny możemy zakodować w przy pomocy ortogonalnych stanów z podprzestrzeni nieroz-

spójnianej — tab. 4.1. Naszą domyślną parametryzacją będzie

|ψ〉 = α|ψ1〉+ β|ψ1⊥〉 = cos(θ/2)|ψ1〉+ sin(θ/2) exp(iϕ)|ψ1⊥〉. (4.5)

Przygotowani od strony matematycznej, możemy śmiało przejść zarówno do analizy straty fotonu,
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α β θ ϕ

|ψ1〉 1 0 0 0
|ψ2〉 −1/2

√
3/2 2π/3 0

|ψ3〉 −1/2 −
√

3/2 2π/3 π

|ψ1⊥〉 0 1 π 0
|ψ2⊥〉 −

√
3/2 −1/2 π/3 π

|ψ3⊥〉
√

3/2 −1/2 π/3 0
|ψL〉 1/

√
2 i/

√
2 π/2 π/2

|ψR〉 1/
√

2 −i/
√

2 π/2 3π/2

Tabela 4.1: Tabela rozpisania wymienionych stanów w bazie (4.5).

wytwarzania stanu oraz dokonywania na nim pomiaru.

4.2. Strata jednego fotonu

Przekonajmy się bezpośrednio co robi z czterofotonowym stanem strata jednego fotonu. Z pod-

rozdziału 3.4 znamy już ogólną teorię straty jednego fotonu ze stanu DFS. W tym podrozdziale

nie tylko chcemy się naocznie przekonać jak wygląda strata w przypadku stanu czterofotonowego,

ale chcemy też mieć jawne wyrażenia, konieczne do analizy pomiaru. Należy zwrócić uwagę, że

pracujemy w innej bazie, niż kanoniczna.

Dla ustalenia uwagi rozważmy stratę pierwszego fotonu. Dla stanu czterofotonowego ρ4 trójcząst-

kowa macierz gęstości to

ρ3 = Tr1ρ4 = 〈↔1|ρ4|↔1〉+ 〈 l 1|ρ4| l 1〉. (4.6)

Bezpośrednie obliczenia pokazują, że trójcząstkowa macierz gęstości to

ρ3 =


|α|2

2 0 αβ∗

2 0

0 |α|2
2 0 αβ∗

2
α∗β

2 0 |β|2
2 0

0 α∗β
2 0 |β|2

2

 = ρL ⊗ 1
212, (4.7)

gdzie wektory bazy to kolejno |φ1↔〉, |φ1 l 〉, |φ1⊥↔〉 i |φ1⊥ l 〉. Macierz ρ3 podana powyżej jest

obcięta do przestrzeni dubletowej, wszystkie inne elementy macierzowe są równe zeru. Jawna postać
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wektorów bazy jest następująca

|φ1↔〉 =
√

2〈↔1|ψ1〉 =
1√
2

(| l ↔ l 〉 − | l l ↔〉) (4.8)

|φ1 l 〉 =
√

2〈 l 1|ψ1〉 =
1√
2

(|↔ l ↔〉 − |↔↔ l 〉)

|φ1⊥↔〉 =
√

2〈↔1|ψ1⊥〉 =
1√
6

(| l ↔ l 〉+ | l l ↔〉 − 2|↔ l l 〉)

|φ1⊥ l 〉 =
√

2〈 l 1|ψ1⊥〉 =
1√
6

(|↔ l ↔〉+ |↔↔ l 〉 − 2| l ↔↔〉) .

4.3. Wytwarzanie

Praktycznym źródłem splątanych par fotonów jest parametryczny podział częstości. Jest to pro-

ces nieliniowy, w którym fotony wiązki pompującej dzielą się na splątane pary fotonów. Bardziej

szczegółowe wprowadzenie do tego procesu znajduje się choćby w [10] i [11].

W parametrycznym podziale częstości II typu jest generowany stan ściśniętej próżni, czyli

Z exp
[
−iχAp

(
â†1↔â

†
2 l + â†1 l â

†
2↔

)]
|Ω〉, (4.9)

gdzie Z to normalizacja, χAp — amplituda wiązki pompującej przez stałą charakteryzującą od-

działywanie nieliniowe.

W szczególności zależy nam na uzyskaniu dwóch splątanych par fotonów. Można tego dokonać na

dwa sposoby — stworzenie dwóch par osobno [12], lub stworzenie stanu czterofotonowego [13, 14].

Zasadniczo wydajność obu procesów jest podobna. Oba z tych procesów wymagają postselekcji —

tj. uwzględnienia tylko niektórych wyników pomiarów.

Skupimy się na sytuacji, w której na początku dysponujemy dwoma parami splątanych fotonów

tworzącymi stan |ψ1〉. Możemy zinterferować drugi z trzecim fotonem przy pomocy płytek opóź-

niających fazę 4-tej wiązki i płytki światłodzielnej niezależnej od polaryzacji

U23(γ, δ) = (Rz(γ)Ry(δ)Rz(−γ))⊗ 1↔l . (4.10)

Jeśli uwzględnimy tylko te rezultaty, w których nie wystąpiło sklejenie fotonów (tj. dla każdego

kanału jest dokładnie jeden foton), otrzymamy

|ψ〉 =
(

cos2(γ)− 1
2
ei2δ sin2(γ)

)
|ψ1〉+

√
3

2
ei2δ sin2(γ)|ψ1⊥〉 (4.11)

Tym samym możemy uzyskać dowolny qubit logiczny z czterofotonowej podprzestrzeni singletowej.

Niestety, taka operacja ma swoje wady. Po pierwsze, kąty uzyskanego stanu (tj. θ i ϕ jak w (4.5))
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nie są bezpośrednio kątami jakie zadajemy na optyce pasywnej. Po drugie, i znacznie istotniejsze,

stosując taką operację musimy korzystać z postselekcji, tj. uwzględniamy tylko takie realizacje

eksperymentu, w których kliknął foton w każdym z kanałów. Efektywność zależy od stanu jaki

chcemy uzyskać i waha się pomiędzy 25% a 100% i jest zobrazowana na rys. 4.1.
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Rysunek 4.1: Efektywność postselekcji dla tworzenia dowolnego czterofotonowego qubitu logicznego
ze stanu |ψ1〉 = |s12s34〉 przy pomocy interferencji drugiego z trzecim kanałem. Zwróć uwagę, że
wykorzystanie innego stanu bazowego i interferencja innej pary kanałów dałaby inny wynik (acz
związany prostą symetrią z zaprezentowanym). Tylko stany |ψ1〉 i |ψ2〉 (zamiana drugiego fotonu z
trzecim) są otrzymywane z wydajnością 100%.

4.4. Pomiar

W teorii zawsze można dokonać pomiaru w dowolnej bazie. Rzeczywistość laboratoryjna jest znacz-

nie bardziej drastyczna. W szczególności nie każde oddziaływanie da się prosto zrealizować — choć-

by jakakolwiek interakcja dwóch fotonów jest procesem skrajnie mało efektywnym. Z tego powodu

ograniczymy się do dwóch rodzajów pomiarów:

• Pomiar lokalny, tj. dla każdego fotonu osobno mierzymy jego polaryzację w wybranej bazie.

• Ogólny pomiar przy pomocy operacji lokalnych i klasycznej komunikacji (ang. Local Opera-

tions and Classical Communication, LOCC), tj. sekwencyjne wykonywanie pomiarów lokal-

nych, przy czym wynik jednego może wpływać na dobór bazy w kolejnym.
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Zajmiemy się kwestią pomiaru zarówno stanu 4-fotonowego, jak i odpowiadającego mu 3-fotonowego.

Cały czas będzie nas interesowała odpowiednio podprzestrzeń nierozspójniana i podukład bezszu-

mowy. Pod względem pomiaru interesują nas trzy rzeczy:

• Kiedy można dokonać jednoznacznego pomiaru (ang. unambigiuous measurement) odróżnia-

jący dany stan od ortogonalnego?

• Gdy nie można dokonać jednoznacznego pomiaru, jaka jest efektywność rozróżniania danego

stanu od ortogonalnego?

• Jak zrobić tomografię stanu, tj. jak przy pomocy jednego (lub kilku) ustawień aparatury

pomiarowej i dowolnej liczby kopii stanu, odzyskać jego macierz gęstości?

Jako miarę jednoznaczności pomiaru przyjmijmy informację wzajemną Shannona1 zakładając, że z

prawdopodobieństwem 1
2 dajemy na wejściu stan |ψ〉 i 12 — do niego prostopadły |ψ⊥〉 (oczywiście

— w ramach przestrzeni nierozspójnianej).

I(φ~j ; |ψ〉) =
∑

i∈{·,⊥}

∑
~j∈{·,⊥}4

1
2

∣∣∣〈φ~j |ψi〉∣∣∣2 log2


∣∣∣〈φ~j |ψi〉∣∣∣2∑

k∈{·,⊥}

∣∣∣〈φ~j |ψk〉∣∣∣2
 , (4.12)

gdzie |φ~j〉, w naszym przypadku, jest sparametryzowany 5 kątami

|φ~j〉 =

[
1

0

]
j1

⊗
[

cos(θ2/2)

sin(θ2/2)

]
j2

⊗
[

cos(θ3/2)

sin(θ3/2) exp(iϕ3)

]
j3

⊗
[

cos(θ4/2)

sin(θ4/2) exp(iϕ4)

]
j4

. (4.13)

Dla przypomnienia, jawny wzór na stan prostopadły to[
cos(θ/2)

sin(θ/2) exp(iϕ)

]
⊥

=

[
− sin(θ/2)

cos(θ/2) exp(iϕ)

]
. (4.14)

Należy się usprawiedliwić dlaczego pomiar lokalny parametryzujemy 5-ma, a nie 8-ma kątami.

Lub bezpośredniej — dlaczego ograniczamy się do mierzenia pierwszego fotonu w ustalonej bazie

{| l 〉, |↔〉}, a drugiego fotonu — w bazie polaryzacji liniowych? Można tak postąpić, gdyż stany z

przestrzeni odpornej na dekoherencję spełniają U⊗4|ψ〉 = |ψ〉. Zatem pomiar lokalny w dowolnych

bazach można sprowadzić (przez zastosowanie odpowiedniego U) do pomiaru jak w (4.13).

1Inną sensowną miarą jest I2r (φ~j , |ψ〉) =
∑
~j∈{·,⊥}4

∣∣〈φ~j |ψ〉∣∣4 /(∣∣〈φ~j |ψ〉∣∣2 + ∣∣〈φ~j |ψ⊥〉∣∣2) — jest równe prawdopo-
dobieństwu, że po jednym pomiarze zdołamy zgadnąć przesyłany stan.
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4.4.1. Pomiar stanu czterofotonowego

Zacznijmy od analizy pomiaru stanu 4-fotonowego jako, że część wyników przyda się do analizy

odpowiadającego mu stanu 3-fotonowego.

Jednoznaczny pomiar

W niniejszym śródrozdziale pokażemy, że istnieją trzy (i tylko trzy) pary stanów ortogonalnych,

które możemy jednoznacznie rozróżnić przy pomocy pomiaru lokalnego. Zacznijmy od jawnego

pokazania tych stanów za [14], następnie przechodząc do numerycznych wyników dla dowolnych

stanów.

Jeśli chcemy odróżnić |ψ1〉 od |ψ1⊥〉 należy dokonać pomiaru polaryzacji w bazie ↔l↔l ↗↙↖↘↗↙↖↘, tj.

mierząc dwa pierwsze fotony w bazie polaryzacji liniowych, a dwa kolejne — w bazie obróconej

względem niej o kąt 45◦. Tę drugą bazę, czasem nazywaną bazą Hadamarda, wyrażamy następująco:

|↗↙〉 =
+|↔〉+ | l 〉√

2
(4.15)

|↖↘〉 =
−|↔〉+ | l 〉√

2
.

Zapiszmy stan 3. i 4. fotonu w obróconej bazie:

|ψ1〉 =
1
2

(|↔ l ↗↙↖↘〉 − |↔ l ↖↘↗↙〉 − | l ↔↗↙↖↘〉+ | l ↔↖↘↗↙〉) (4.16)

|ψ1⊥〉 =
1

2
√

3
(|↔↔↗↙↗↙〉 − |↔↔↗↙↖↘〉 − |↔↔↖↘↗↙〉+ |↔↔↖↘↖↘〉 − |↔ l ↗↙↗↙〉+ |↔ l ↖↘↖↘〉

−| l ↔↗↙↗↙〉+ | l ↔↖↘↖↘〉+ | l l ↗↙↗↙〉+ | l l ↗↙↖↘〉+ | l l ↖↘↗↙〉+ | l l ↖↘↖↘〉) .

W podanej bazie |ψ1〉 i |ψ1⊥〉 nie mają wspólnych elementów, tym samym pojedynczy pomiar bez-

błędnie odróżni je między sobą. Analogiczny pomiar możemy wykonać dla dowolnej pary {|ψi〉, |ψi⊥〉},
przy czym przy pomiarze należy obrócić bazę pomiarową jednej z par, która występuje w stanie

jako dwufotonowy singlet. Zaprezentowana koncepcja teoretyczna, wraz z jej doświadczalnym po-

twierdzeniem, znajduje się w pracy [14].

Nie jest możliwe zastosowanie podobnej operacji w ogólnym przypadku. Poza wyszczególniony-

mi wyżej stanami, dobierając osobno bazy pomiarowe dla każdego fotonu, nie jesteśmy w stanie

wykonać pomiary rzutowego. W tym celu zbadajmy numerycznie wielkość

max
θ2,θ3,ϕ3,θ4,ϕ4

I(φ~j(θ2, θ3, ϕ3, θ4, ϕ4), |ψ(θ, φ)〉), (4.17)

czyli dla każdego stanu |ψ〉 maksymalizowaną informację wzajemną po doborze bazy pomiarów —
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rys. 4.2. Intuicyjnie rzecz biorąc, szukamy najlepszej bazy lokalnych pomiarów dla danego stanu.

Numerycznie wykreślone I osiąga 1 tylko dla wymienionych wyżej 6 stanów.





I

x

y

z

(a) (b)

Rysunek 4.2: (a) Wykres numerycznie znalezionej maksymalnej informacji wzajemnej dla danej
pary stanów czterofotonowych (4.17). (b) Parametryzacja wykresu — kąt opowiada pozycji sta-
nu na sferze Blocha (4.5), zaś długość — informacji wzajemnej dla odróżniania danego stanu od
mu ortogonalnego (przeciwległego). Identyczna konwencja jest przyjęta we wszystkich kolejnych
wykresach informacji wzajemnej.

Tomografia

Kolejnym zadaniem jest tomografia stanu. Tj. dostajemy wiele kopii nieznanego stanu, a naszym

celem jest jak najdokładniejsze wyznaczenie go. Jedną ze strategii badania stanu jest zapisanie go

jako

ρL = 1
2 (1+ ~s · ~σ) , (4.18)

gdzie ~σ = (σx, σy, σz) to macierze Pauliego, a następnie wyznaczenie składowych wektora ~s.

Możemy przy pomiarach rzutu ~s na kolejne osie optymalnie dobierać bazę. Wtedy problem sprowa-

dza się do zadania rozważanego w poprzednim rozdziale. Możemy też dla ustalonej bazy pomiarowej

zliczać rzut na wybrane osie. W takiej sytuacji naturalnym podejściem do optymalizacji pomiaru

wydaje się policzenie informacji wzajemnej pomiędzy dowolnym stanem (zadanym z jednorodnym

rozkładem prawdopodobieństwa) a wynikiem pomiaru [15]. Niemniej, w naszym przypadku takie

podejście nie jest wystarczające:
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• Informacja wzajemna wynosi Ifull = 1− 1/(2 ln 2) ≈ 0.28 niezależnie od doboru bazy pomia-

rowej φ~j .

• Uśredniona informacja nie mówi nic o tym, czy mamy dostęp do pomiaru każdej ze składowych

~s (być może wykonujemy pomiar rzutowy tylko na jedną z osi).

Zaproponujmy dwie arbitralnie wybrane bazy pomiarów lokalnych φ~j , każdą pozwalają na wyko-

nanie tomografii dowolnego stanu z podprzestrzeni nierozspójnianej — rys. 4.3.

(a) (b)

Rysunek 4.3: Informacja wzajemna dla różnych stanów czterofotonowych i ustalonej bazy po-
miarowej. (a) Baza tetraedralna (θ2 = arccos(−1/3), θ3 = arccos(−1/3), ϕ3 = 2π/3, θ4 =
arccos(−1/3), ϕ4 = 4π/3). (b) Baza trzech polaryzacji liniowych i kołowej (θ2 = 2π/3, θ3 =
4π/3, ϕ3 = 0, θ4 = π/2, ϕ4 = π/2). Oznaczenia jak w rys. 4.2(b).

Lokalne operacje i komunikacja klasyczna

Powróćmy na chwilę do pytania o rozróżnialność ortogonalnych stanów, gdy mamy do dyspozycji

tylko pomiary lokalne. W przypadku pojedyncznego, równoczesnego pomiaru polaryzacji wszyst-

kich fotonów jesteśmy w stanie odróżnić tylko 3 pary stanów z podprzestrzeni nierozspójnianej.

Istnieje jednak nieco ogólniejszy schemat pomiarów korzystający tylko z pomiarów lokalnych. Tzw.

lokalne operacje i klasyczna komunikacja (LOCC) pozwala mierzyć polaryzację fotonów po kolei,

uzależniając wybór bazy danego pomiaru od rezultatów poprzednich pomiarów. Umożliwia to, w

naszym przypadku, odróżnienie dwóch dowolnych ortogonalnych stanów [16].

Dla iloczynu tensorowego qubitów schemat rozróżniania {|ψ〉, |ψ⊥〉} jest następujący. Tak dobiera-
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my bazę pomiarową pierwszego qubitu {|φ0〉, |φ1〉} by dla rozpisania

|ψ〉 = |φ0〉|ψ0〉+ |φ1〉|ψ1〉 (4.19)

|ψ⊥〉 = |φ0〉|ψ⊥0〉+ |φ1〉|ψ⊥1〉

zachodził związek ortogonalności powstałych stanów

〈ψ0|ψ⊥0〉 = 〈ψ1|ψ⊥1〉 = 0. (4.20)

Innymi słowy, niezależnie od wyniku pomiaru (czyli czy zostanie zmierzony stan |φ0〉, czy |φ1〉)
zredukowane stany powinny być ortogonalne. Należy podkreślić, że nie ma powodu by 〈ψ0|ψ1〉 ani

〈ψ⊥0|ψ⊥1〉 były zerowe (w praktyce zwykle nie są). Dowód, że zawsze można wybrać bazę pomiarową

czyniącą zadość wymaganym warunkom ortogonalności znajduje się w cytowanej pracy [16].

Po wykonaniu pomiaru przechodzimy do rozróżnienia albo {|ψ0〉, |ψ⊥0〉}, albo {|ψ1〉, |ψ⊥1〉} we-

dle analogicznego schematu. Postępujemy tak rekurencyjnie aż to uzyskania zadania odróżnienia

jednofotonowych stanów ortogonalnych, które wykonujemy z łatwością.

Z uwagi, że interesuje nas mierzenie stanów z podprzestrzeni nierozspójnianej, pierwszy pomiar

możemy wykonać w dowolnej bazie, zaś drugi — w bazie polaryzacji liniowych. Argumentacja jest

dokładnie taka sama jak w przypadku zwykłych pomiarów lokalnych (4.13):

|ψ〉 = |↔〉|ψ↔〉+ | l 〉|ψ l 〉 (4.21)

|ψ⊥〉 = |↔〉|ψ⊥↔〉+ | l 〉|ψ⊥ l 〉.

Niezależnie od wyniku pierwszego pomiaru, z równań na ortogonalność (4.20) wynika, że drugi

pomiar należy wykonać w bazie polaryzacji ukośnych {|↗↙〉, |↖↘〉} (oprócz osobliwego przypadku

rozróżnienia {|ψ1〉, |ψ1⊥〉}, w którym możemy dowolnie wybrać bazę drugiego pomiaru). Dla zwró-

cenia uwagi skupmy się na przypadku, w którym w pierwszym pomiarze zmierzono |↔〉:

|ψ↔〉 = |↗↙〉|ψ↔↗↙〉+ |↖↘〉|ψ↔↖↘〉 (4.22)

|ψ⊥↔〉 = |↗↙〉|ψ⊥↔↗↙〉+ |↖↘〉|ψ⊥↔↖↘〉.

Wybór trzeciej bazy zależy w jawny sposób od pary stanów, które chcemy odróżnić. Dla zwrócenia

uwagi rozważmy sytuacje w której w pierwszym pomiarze było |↔〉, a w drugim — |↗↙〉:

|ψ↔↗↙〉 = |A〉|ψ↔↗↙A〉+ |B〉|ψ↔↗↙B〉 (4.23)

|ψ⊥↔↗↙〉 = |A〉|ψ⊥↔↗↙A〉+ |B〉|ψ⊥↔↗↙B〉.

Z relacji ortogonalności (4.20) otrzymujemy, że |A〉 = (cos(θ3/2), sin(θ3/2) exp(iϕ3)) i |B〉 =
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(− sin(θ3/2), cos(θ3/2) exp(iϕ3)) dla kątów

ϕ3 = arctan

(
2 sinϕ

cosϕ−
√

3/ tan θ

)
(4.24)

θ3 = arctan
(

sinϕ
sin(ϕ− ϕ3)

)
.

Dla szczególnego badanego stanu ϕ = 0 otrzymujemy ϕ3 = 0 i θ3 = arctan(
√

3/ tan θ)− π/4.

Pomiar polaryzacji ostatniego fotonu jest już prosty. Niemniej, oprócz szczególnych przypadków,

kąty θ4 i ϕ4 zależą w sposób skomplikowany od mierzonego stanu. Wybór bazy w przypadku uzy-

skania innych wyników można przetransformować z zamieszczonych wzorów przez proste symetrie.

Co warto dodać — możliwy jest również leniwy wariant tej wersji — tj. ustalamy na sztywno bazę

pomiaru i zakładamy, że wyjdą najbardziej prawdopodobne wersje. W tym przypadku z prawdo-

podobieństwem co najmniej 1/8 otrzymujemy poprawny wynik, z pozostałym - nic. Efektywność

takiej strategii nie jest dobra — daje 1/8 bitu informacji na pomiar, co jest zawsze mniej niż

optymalny pomiar (4.17) (praktycznie z definicji).

4.4.2. Pomiar stanu trójfotonowego

Przynajmniej w teorii, stan trójfotonowy ρ3 niesie pełną informację kwantową. Teoretycznie można

skonstruować oddziaływanie, dzięki któremu będzie dało się zmierzyć ów stan w dowolnej bazie.

W praktyce jego pomiar jest znacznie trudniejszy — w pomiarze lokalnym do dyspozycji mamy

zawsze mniej informacji niż w przypadku mierzenia analogicznego stanu czterofotonowego (to tak

jakbyśmy mierzyli stan czterofotonowy, ale nie sprawdzali wyniku z jednego kanału). Jako skutek

takiego utrudnienia:

• Mając do dyspozycji pomiar lokalny nie jesteśmy w stanie odróżnić jednoznacznie żadnych

stanów, nawet wyszczególnionych par {|ψi〉, |ψi⊥〉} (wykazałem numerycznie).

• Pomiar przy pomocy lokalnych operacji i komunikacji klasycznej (LOCC) nie jest w stanie

odróżnić jednoznacznie par stanów (wykazałem numerycznie).

• Zawsze informacja wzajemna jest mniejsza niż dla analogicznego pomiaru stanu czterofoto-

nowego.

By lepiej wiedzieć z czym mamy do czynienia, zmierzmy stan pierwszego z pozostałych fotonów.

Wybór bazy nie gra roli — nasz stan jest odporny na kolektywną dekoherencję, a zatem i na

wybór bazy pierwszego pomiaru. Gdy pierwszy foton okaże się mieć polaryzację poziomą, czyli
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|↔〉, macierz gęstości pozostałych dwóch fotonów to

ρ2↔ =
1

Tr (〈↔1|ρ3|↔1〉)
〈↔1|ρ3|↔1〉 (4.25)

=


0 0 0 0

0 |α|2
2 + |β|2

6 −
α∗β+αβ∗

2
√

3
− |α|

2

2 + |β|2
6 + α∗β−αβ∗

2
√

3
0

0 − |α|
2

2 + |β|2
6 + α∗β−αβ∗

2
√

3
|α|2

2 + |β|2
6 + α∗β+αβ∗

2
√

3
0

0 0 0 2|β|2
3

 ,

gdzie baza macierzy gęstości ρ2↔ to |↔↔〉, |↔ l 〉, | l ↔〉 i | l l 〉. Gdybyśmy zmierzyli stan pierw-

szego fotonu | l 〉, macierz ρ2 l wyglądała by analogicznie do (4.25),

ρ2 l = (iσx)⊗2 ρ2↔ (−iσx)⊗2 . (4.26)

Przejdźmy do maksymalizacji informacji wzajemnej w sytuacji rozróżniania dwóch zadanych ortogo-

nalnych stanów. Wyniki numeryczne zostały pokazane na rys. 4.4. Z kolei na rys. 4.5 przedstawiono

ustawienia dobre do tomografii kwantowej. Należy podkreślić, że dla stanu trójfotonowego informa-

cja wzajemna między dowolnym stanem a wynikiem pomiaru zależy już od wyboru bazy. Niestety,

nie jest możliwe ustawienie jednej bazy, która by pozwalała na wykonanie pełnej tomografii.

4.5. Zastosowania

Warto krótko wspomnieć o możliwych zastosowaniach wymienionych stanów 4- i 3-fotonowych.

Jednym z nich jest przesyłanie informacji kwantowej. Przynajmniej w teorii, można zamieniać

qubit logiczny zakodowany w omawianym stanie na zwykły qubit. Co więcej, można prowadzić

obliczenia kwantowe na samych stanach z przestrzeni odpornej na dekoherencję [17, 18]. Należy

jednak podkreślić, iż wymagają one więcej bramek kwantowych do przeprowadzenia tych samych

operacji.

Innym zastosowaniem jest kryptografia. Przykładowy protokół [9] korzysta z faktu, że dla stanów

paroseparowalnych {|ψ1〉, |ψ2〉, |ψ3〉} (a także ich trójfotonowych odpowiedników) można kodować

klucz w wybranej parze stanów. Informacja jest przesyłana wyłącznie, gdy Alicja i Bob w danej

próbie wybiorą tą samą parę stanów. Jako, że wymienione stany nie są ortogonalne, nawet w

przypadku doboru tej samej bazy tylko część prób zostanie zwieńczona sukcesem.

28



Rysunek 4.4: Wykres numerycznie znalezionej maksymalnej informacji wzajemnej dla danej pary
stanów trójfotonowych. Zwróć uwagę, że nigdy nie osiąga ona 1, zatem nigdy nie jest możliwy
jednoznaczny pomiar. Wykres analogiczny do rys. 4.2.

(a) (b)

Rysunek 4.5: Informacja wzajemna dla różnych stanów trójfotonowych i ustalonej bazy pomiaro-
wej. (a) Baza wzajemnie nieobciążona (θ2 = π/2, θ3 = π/2, ϕ3 = π/2) — pomiar tylko jednej
współrzędnej sfery Blocha. (b) Baza polaryzacji liniowych z symetrią obrotową (θ2 = 2π/3, θ3 =
4π/3, ϕ3 = 0) — pomiar dwóch współrzędnych sfery Blocha. Oznaczenia jak w rys. 4.2(b).
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Rozdział 5

Uśrednianie po SU(2)⊗n

Jeśli chcemy doświadczalnie badać własności stanów odpornych na kolektywną dekoherencję, warto

móc ją zasymulować. W znanych autorowi eksperymentach, owa symulacja odbywała się naiwnie

— przez losowe wyginanie światłowodu [19] lub zastosowanie takiej samej, ustalonej transformacji

unitarnej dla wszystkich fotonów [14]. W niniejszej pracy rozważymy operacje dające dla zadanej

liczby fotonów ścisłe uśrednienie po grupie SU(2)⊗n.

Przejście stanu zadanego macierzą gęstości ρ przez kanał podlegający silnej kolektywnej dekohe-

rencji jest dane przez (2.2)

C[ρ] =
∫
SU(2)

U⊗nρU †⊗ndU, (5.1)

gdzie dla parametryzacji

U =

[
cos θ − i sin θ cosψ − sin θ sinψ exp(iφ)

sin θ sinψ exp(−iφ) cos θ + i sin θ cosψ

]
, (5.2)

miara Haara to

dU =
1

2π2 sin2 θ sinψdθ dψ dφ , (5.3)

zaś granice całkowania to 0 ¬ θ < π, 0 ¬ ψ < π i 0 ¬ φ < 2π. Taka operacja jest nazywana

wirowaniem (ang. twirling).

Narzucającym się sposobem symulacji owego uśrednienia jest możliwie gęste próbkowanie trans-

formacji (5.1). Taka metoda nie jest ani ścisła, ani wygodna. Za to dla zadanej liczby fotonów,

możemy tak sprytnie próbkować grupę SU(2), by wynik uśrednienia był ścisły. Działa to do pew-

nego stopnia analogicznie jak kwadratura Gaussa (całkowanie numeryczne biorące skończenie wiele

próbek, które daje ścisły wynik dla wielomianów do danego stopnia). Z punktu widzenia geometrii
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naturalne wydaje się rozważenie sumowania skończenie wielu elementów SU(2), czym się zajmę

w podrozdziale 5.1. Na stole laboratoryjnym wygodniej jest jednak zestawić obracające się płytki

falowe, niż przełączać między szeregiem stanów. Analiza uśrednienia przy pomocy obracających się

płytek falowych jest w podrozdziale 5.2.

Nim jednak przejdę do dalszej części, sprowadzę uśrednianie po SU(2)⊗n do prostszego problemu.

Zamiast badać jak działa wirowanie macierzy gęstości (5.1) wystarczy [20, 21] zbadać momenty

odpowiadających elementów macierzy ortogonalnej

nA =
∫
SU(2)

O⊗ndU, (5.4)

gdzie O jest macierzą kanonicznie odpowiadającą U ,

SU(2) 3 U(θ, ψ, φ) 7→ O(θ, ψ, φ) ∈ SO(3). (5.5)

Taka zamiana problemu jest możliwa, gdyż każdą n-fotonową macierz gęstości można przedstawić

w następującej postaci

ρn =
∑

i1...in∈{Id,x,y,z}
Ti1,...,inσi1 ⊗ . . .⊗ σin , (5.6)

gdzie Ti1,...,in to n-wymiarowa tabela liczb rzeczywistych. Należy podkreślić, że gdy interesuje nas

uśrednienie dla n fotonów, należy otrzymać zgodność wszystkich momentów (5.4) dla wymiarów

od 1 do n.

Tensory pierwszych czterech momentów to

1Ai p = 0 (5.7)

2Aij pq =
1
3
δijδpq

3Aijk pqr =
1
6
εijkεpqr

4Aijkl pqrs =



1
5 dla indeksów typu ◦ ◦ ◦ ◦ ? ? ? ?,
1
15 dla indeksów typu ◦ ◦ ◦ ◦ ? ? � � i ? ? � � ◦ ◦ ◦ ◦ oraz permutacji, ? 6= �,
2
15 dla indeksów typu ◦ ◦ ? ? � � • • oraz permutacji, ◦ 6= ?, � 6= •,
− 1

30 dla indeksów typu ◦ ◦ ? ? � • � • oraz permutacji, ◦ 6= ?, � 6= •,
0 w pozostałych przypadkach.

gdzie przez permutację rozumiem tu taką samą zamianę kolejności indeksów ijkl i pqrs.
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5.1. Dyskretne

Jeden ze sposobów przeprowadzenia wirowania (ang. twirling) (5.1) jest dyskretne próbkowanie,

C[ρ] =
∑

piU
⊗n
i ρU †⊗ni , (5.8)

gdzie Ui ∈ SU(2) a pi to odpowiednie prawdopodobieństwa (
∑
i pi = 1).

Zbioru par {(pi, Ui)} spełniających (5.8) jest nazywany unitarnym t-obrysem (ang. unitary t-design)

[22, 23]. Szukanie dyskretnego próbkowania odpowiadającego uśrednieniu po całej grupie SU(2) ma

pewien związek z próbkowaniem sfery Blocha, czyli tzw. t-obrysem (ang. t-design).

Próbkowanie działające dla danej liczby fotonów działa też dla mniejszej liczby (można rozważyć

dołożenie dodatkowych i zapomnienie o nich). Zamiast rozwijać teorię, skupię się na jawnym po-

daniu wyników. W kontekście niniejszej pracy najistotniejsze jest n = 3 i n = 4, niemniej pokażę

wyniki dla n ∈ {2, 3, 5}.

W ogólności prawdopodobieństwa mogą być różne i zbiór G = {Ui} nie musi mieć żadnej struktury.

My zajmiemy się szczególnym przypadkiem, w którym prawdopodobieństwa są równe (tj. pi =

1/#G) a G jest grupą. Okazuje się [24], że odpowiednie podgrupy SO(3) będące unitarnymi n-

obrysami to:

• Dla n = 1 jest to tzw. czwórka Kleina (4 elementy: identyczność i 3 obroty o kąt π wokół

ortogonalnych osi).

• Dla n = 2 jest to grupa obrotów czworościanu (12 elementów).

• Dla n = 3 jest to grupa obrotów sześcianu, a zarazem ośmiościanu (24 elementów).

• Dla n = 5 jest to grupa obrotów dwunastościanu, a zarazem dwudziestościanu (60 elementów).

5.2. Ciągłe

W doświadczeniu zmienianie pomiędzy kilkoma stanami może być niewygodne. Dużo przyjem-

niejszy schemat wydaje się następujący: ustawiamy szeregowo kilka płytek falowych, każdą z nich

obracamy jednostajnie ze stałą prędkością kątową. Prędkości są współmierne, tak by po skończonym

czasie uzyskać pełne uśrednienie:

C[ρ] =
∫ 2π

0

dt

2π
U⊗n(t)ρU⊗n†(t), (5.9)
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gdzie

U(t) =
∏
i

R(ϕi, ωit). (5.10)

Uwaga, U(t) nie jest jednoparametrową grupą!

Płytkę falową, przesuwającą fazę jednej polaryzacji o ϕ, możemy zapisać następująco

R(ϕ, t) = exp(−itσy/2) exp(iϕσx/2) exp(itσy/2) (5.11)

= cos(ϕ/2)− i sin(ϕ/2) (cos(t)σz − sin(t)σx) .

Najpowszechniejszymi w laboratorium są ćwierć- i półfalówki, niemniej, do naszych celów będą

potrzebne również inne płytki falowe.

Dla n = 1 uśrednienie realizowane jest dla płytek (i prędkości obrotów):

U(t) = R(π, t)R(π/2,−t) (5.12)

Dla n = 2 uśrednienie realizowane jest dla płytek (i prędkości obrotów):

U(t) = R(π, 3t)R(π/2,−t)R(ϕ0, t), (5.13)

gdzie ϕ0 = arccos
(
3−1/2

)
≈ 0.9553 ≈ 54.7◦ jest połową kąta czworościanu.

W przypadku istnienia dodatkowych symetrii, np. gdy chcemy uśrednić stan krzyżowo ułożonych

polaryzacji po całej sferze Blocha, sprawa się upraszcza [25]. Powyższe zestawy płytek, wraz z

prędkościami kołowymi, zostały niejako zgadnięte. Pomocnym narzędziem w zgadywaniu jest li-

czenie odpowiednich momentów macierzy obrotów (5.4). Odpowiednio sparametryzowałem obroty

(czyniąc dodatkowe założenia), policzyłem momenty w programie Wolfram Mathematica 7 i przy-

równałem je do pożądanych momentów (5.7). Podejrzewam, że dla n ¬ 5 istnieją odpowiednie ciągłe

próbkowania, a opóźnienia fazowe płytek mają coś wspólnego z kątami w bryłach platońskich. Nie-

stety, obecnie nie dysponuję regułą, która umożliwiałaby systematyczne znalezienie odpowiednich

ciągłych próbkowań realizujących uśrednienie po SU(2)⊗n .
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Rozdział 6

Podsumowanie

W niniejszej pracy magisterskiej zająłem się stanami kwantowymi składającymi się z n fotonów,

które są odporne działanie kolektywnej dekoherencji, polegającej na takim samym obrocie pola-

ryzacji każdego z fotonów. Wprowadziłem podstawowe pojęcia i powszechne znane rezultaty, w

szczególności analizę podprzestrzeni nierozspójnianej (ang. Decoherence-Free Subspace) i podu-

kładów bezszumowych (ang. Noiseless Subsystems). Pokazałem co już wiadomo o czterofotonowej

podprzestrzeni nierozspójnianej oraz niektóre rezultaty z symulacji kolektywnej dekoherencji.

W pracy przedstawiłem nowe rezultaty, których nie spotkałem w obecnej literaturze. Zapropo-

nowałem diagramy ułatwiające liczenie iloczynów skalarnych pewnych szczególnych stanów pod-

przestrzeni singletowej złożonej z qubitów. Pokazałem, że jeśli zakodujemy informację kwantową w

podprzestrzeni singletowej, nie tylko jest ona odporna na kolektywną dekoherencję, ale też strata

pojedynczego fotonu jej nie niszczy. Ta obserwacja ma ważne znaczenie w przypadku przesyłania

informacji przez światłowód — rozwiązuje ona zarówno problem losowego obrotu polaryzacji, jak i

niewielkich strat. Przeanalizowałem rozróżnialność ortogonalnych stanów, gdy ograniczamy się do

mierzenia polaryzacji każdego ze składowych fotonów osobno, zarówno dla czterofotonowej podprze-

strzeni nierozspójnianej, jak i trójfotonowego podukładu bezszumowego. Dodatkowo, otrzymałem

nowy i praktyczny doświadczalnie sposób symulacji kolektywnej dekoherencji, przez włożenie we

wiązkę obracających się ze stałymi prędkościami kołowymi płytek fazowych.

Natknąłem się na szereg problemów, które pozostały nierozwiązane. Być może nie są to trudne

pytania, a mój brak odpowiedzi wynika wyłącznie ze skupienia się na innych obszarach badawczych.

Są to m.in.:

• Czy każda baza podprzestrzeni singletowej składająca się ze stanów paroseparowalnych musi

mieć postać bazy nie przecinających się cięciw (z dokładnością do permutacji)?

• Czy istnieje prosta ogólna konstrukcja bazy ortogonalnej dla podprzestrzeni singletowej?
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• Czy można tak skonstruować podukład bezszumowy, by strata pojedynczego fotonu nie nisz-

czyła niesionej informacji?

• Jak uogólnienie schematu pomiarów, z lokalnych do wszystkich korzystających z optyki pa-

sywnej [26], pomaga w rozróżnialności omawianych stanów cztero- i trójfotonowych?

• Czy i jak można skonstruować zestawy obracających się płytek falowych, by ściśle symulowały

uśrednianie po SU(2)⊗n dla n = 3, 4, 5?

Jak widać, niniejszy temat jest tętniący życiem i czeka na kolejne postępy.
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Dodatek A

Clebsch-Gordan i liczenie ścieżek

W niniejszym dodatku znajduje się elementarne wyprowadzenie rozkładu Clebscha-Gordana dla n

rozróżnialnych cząstek o spinie 1
2 .

Algebra reprezentacji spinowych jest następująca(
H0 ⊗H1/2

)
= H1/2 (A.1)(

Hs ⊗H1/2

)
= Hs−1/2 ⊕Hs+1/2 dla s > 0,

pamiętając, że suma prosta ⊕ i iloczyn tensorowy ⊗ zachowują się jak zwykłe dodawanie i mnożenie

(w sensie łączności, przemienności i rozdzielności). Z fizycznego punktu widzenia sprawa wygląda

następująco: gdy do stanu o spinie różnym od zera dołożymy spin 1
2 , może od ustawić się równole-

gle albo antyrównolegle (odpowiednio, zwiększając lub zmniejszając sumaryczny maksymalny rzut

spinu).

Jeśli chcemy dowiedzieć się na ile sposobów możemy uzyskać podprzestrzeń o spinie s wystarczy

policzyć różne ścieżki od punktu (0, 0) do punktu (n, s), takie, że dla współrzędnej które nie scho-

dzą poniżej zera i których odcinki mają postać (1,+1/2) i (1,−1/2). W celu policzenia wystaczy

skorzystać z tzw. lematu o odbiciu [27] by otrzymać

Cn/2,s =
2s+ 1

n/2 + s+ 1

(
n

n/2 + s

)
, (A.2)

którego numeryczne wartości są zaprezentowane w tab. A.1.
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n \ s 0 1
2 1 3

2 2 5
2 3 7

2 4 9
2 5 11

2 6 13
2 7

0 1
1 1
2 1 1
3 2 1
4 2 3 1
5 5 4 1
6 5 9 5 1
7 14 14 6 1
8 14 28 20 7 1
9 42 48 27 8 1
10 42 90 75 35 9 1
11 132 165 110 44 10 1
12 132 297 275 154 54 11 1
13 429 572 429 208 65 12 1
14 429 1001 1001 637 273 77 13 1

Tabela A.1: Krotności reprezentacji spinu s w przestrzeni produktowej n qubitów — Cn/2,s (A.2).
Brak wpisu oznacza zero.
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