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Streszczenie

Rozwazam matematyczny model gry towarzyskiej, jaka jest gra w mafie. Precyzuje zasady
gry w podobny sposéb, jaki widnieje we wczesniejszych pracach. Szukam prawdopodobien-
stwa wygrania mafii w funkcji poczatkowej liczebnosci miasta i cztonkéw mafii. Zajmuje sie
jego jakosciowym zachowaniem, a takze znajduje jawne rozwiazanie. Badam dynamike gry,
sprowadzajac ja do procesu urodzin i §mierci, zaréwno dla czasu dyskretnego, jak i cigglego.
Otrzymuje $ciste rozwiazania, a takze zajmuje sie ich niektérymi jako$ciowymi wlasnosciami.
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Wprowadzenie

Mafia jest jedna z towarzyskich gier psychologicznych. Mozna ja spotka¢ w Furopie i Stanach
Zjednoczonych, zaréwno wéréd uczniéw, jak i studentéw. Méwi sie, ze zostala wymyslona w
Rosji przez Dymitra Dawidowa w 1986 roku [2], choé¢ podobne zabawy pojawily sie nieznacz-
nie wezesniej [1].

Osig gry w mafie jest wzajemne zwalczanie si¢ dwéch réznych grup — mafii i miastowych.
Frakcje nie sa symetryczne — mafia jest uprzywilejowana pod wzgledem posiadanych infor-
macji oraz mozliwosci dziatan, za to miasto — bardziej liczne. Rozgrywka sklada sie z dwoch
naprzemiennych faz — dnia i nocy, za$ konczy sie wraz z pozostaniem przy zyciu tylko jednej
grupy. Podstawowe dzialania w trakcie dnia to dyskusja i linczowanie (eliminacja) uczestni-
kéw na drodze demokratycznego gtosowania, za§ w czasie nocy — zabijanie miastowego przez
mafie.

Istnieje wiele réznych odmian gry w mafie [3], przy czym modyfikacja mechaniki gry
najczesciej polega na dodaniu postaci majacych specjalne zdolnosci. Praktycznie zawsze wy-
stepuje postaé detektywa (vel Kataniego) — miastowego, ktéry w trakcie nocy ma mozliwosé
sprawdzenia tozsamosci wskazanej osoby. Inna popularna postacia jest lekarz (vel ksiadz,
kurtyzana) — osoba mogaca uchroni¢ miastowego przed nocnym mordem. Najbardziej roz-
budowana wersja gry w mafie, ze znanych autorowi, jest Ktulu [4]. W Ktulu istnieja cztery
rozne frakcje, kazda osoba ma specjalng funkcje, a warunki zwyciestwa sa dyktowane przez
posiadanie specjalnego przedmiotu — posazka.

W niniejszej pracy skupie sie na jalowej wersji gry w mafie, w ktérej wystepuja tylko
mafia i miastowi, bez zadnych dodatkowych rél, przedmiotéw ani umiejetnosci. Nie jest to
popularna wersja, za to z uwagi na swa prostote dobrze nadaje sie do analizy matematycznej.
Z mozliwych modeli obiore najprostszy, ktéry jest réwniez rozwazany w pracach [5], [6] i
[7]. Gléwne pytania, jakie stawiam, dotycza szans wygrania mafii oraz dynamiki gry. Szanse
wygrania mafii w funkcji poczatkowej liczebnosci mafii i miasta byly juz badane w [6] i
[7]. Oba artykuly zajmowaly sie asymptotycznymi wlasno$ciami tej funkcji, podczas gdy
niniejsza praca obejmuje réwniez jej dyskretne wiasnosci oraz podaje jej jawne rozwiazanie.
Dynamika gry, a dokladniej analiza prawdopodobienstwa, ze danej doby bedzie okreslona
liczba czltonkéow mafii, nie wystapita w zadnej z istniejacych prac.

Pracy przyswiecaja dwa gléwne cele, poza samag przyjemnoécia liczenia i pisania. Pierwszy
z nich to umozliwienie badania psychologicznej cze$ci gry w mafie, a takze gier pokrewnych.
Wyniki teoretyczne moga zosta¢ poréwnane z wynikami doswiadczalnymi. Wszelkie rozbiez-
nosci beda zréodlem cennych informacji dotyczacych strategii intuicyjnie obieranych przez
graczy, ukrywania tozsamo$ci, manipulacji innymi oraz ujawniania przeciwnikéw. Drugi —
to ugruntowanie punktu startowego do modelowania proceséw spotecznych, politycznych i
gospodarczych majacych zblizona nature. By¢ moze podobne narzedzia przydadza sie do opi-
su takich zjawisk jak korupcja, zawieranie umow i sojuszy ,pod stotem”, organizacje akcji
terrorystycznych, dzialanie nielegalnej opozycji czy tez tajnych stowarzyszen.

Przez wigkszosé pracy bede skupiatl si¢ na opisie matematycznym zjawiska wystepujacego



w przyrodzie. Tym samym bede pisal ,po fizycznemu”, jak mogac unikajac zbednego forma-
lizmu wszedzie tam, gdzie zaciemnitby on obraz. Niemniej wszelkie zalozenia, przyblizenia i
uproszczenia wymienie explicite.

Uktad pracy jest nastepujacy. W Rozdziale [1| definiuje zasady gry, wprowadzam jej opis
i udowadniam zasadnos$¢ strategii linczowania losowej osoby. Rozdzial [2| zawiera szczegdto-
we rozwazanie przypadku gry z jednoosobowa mafig oraz jako$ciowa analiza szans wygrania
mafii. W Rozdziale 3] wprowadzam opis dynamiki gry, wraz z zastosowaniem metody pola
$redniego oraz przyblizenia réwnan réznicowych przez rézniczkowe. Rozdzial [ podsumowuje
otrzymane wyniki i daje perspektywe dalszej pracy. W Dodatkach [A] i [B] zawieram wyprowa-
dzenia rozwigzan réwnan z Rozdzialu [ przy uzyciu odpowiednich funkeji tworzacych.



Rozdziatl 1

Model

Zanim przejde do matematycznej analizy gry w mafie, wypisze jej zasady. Zaznaczam przy
tym, ze ich wybér ma charakter arbitralny. Czeé¢ zalozen podejmuje dla uproszczenia gry (czy
tez jej uogdlnienia), inne dla ustalenia uwagi. O ile silnie wzoruje sie na grze wystepujacej w
rzeczywistosci, podejrzewam ze zaproponowany model nie jest popularny (cho¢by z powodu
braku jednej postaci — detektywa).

Do gry potrzeba n + 1 0s6b, przy czym graczy jest n, a jedna osoba (mistrz gry) zajmuje
sie koordynacja rozgrywki. Mistrz gry ustala, ilu bedzie cztonkéw mafii m, a ile miastowych
¢ (mozna by¢ tylko w jednej z grup oraz m + ¢ = n). Przydzielenie przynaleznosci odbywa
sie w sposéb tajny i losowy (np. przez ciagniecie kart).

Czeéé¢ wlasciwa sklada sie z dwdch naprzemiennych faz — dnia i nocy. W trakcie nocy
czlonkowie mafii wspdlnie wybieraja, jaka osobe chcg wyeliminowaé. Tylko oni maja otwar-
te oczy i mogg wzajemnie sie porozumiewaé. Dzien sklada sie z dyskusji oraz glosowania.
Wszelkie dyskusje sg jawne, a w ich trakcie miastowi prébuja dociec, kto jest w mafii. Kazdy
ma prawo do wysuniecia jednej kandydatury do linczu. Wszyscy gracze maja doktadnie po
jednym glosie, zas samo gltosowanie odbywa sie w sposob jawny. Osoba, ktéra uzbiera najwie-
cej glosow, zostaje wyeliminowana. W przypadku remisu linczuje sie doktadnie jedna osobe,
wybrana z remisujacych w sposéb losowy. Karty zmartych sa ujawniane, a oni sami nie moga
nic powiedzie¢. Gra konczy sie, gdy przy zyciu zostaje tylko jedna frakcja, zas celem gry jest
spowodowanie wygrania wlasnej grupy (niezaleznie, czy sie przezylo, czy tez nie).

Wiadomo, ze w trakcie nocy zawsze ginie jeden miastowy, a w czasie dnia — jeden miasto-
wy albo jeden czlonek mafii. Tym samym jedyne dozwolone przejscia to (¢, m) — (¢ — 2,m)
i(e,m)— (c—1,m — 1). Prawdopodobienstwa obu proceséw moga by¢ funkcja ¢, m i po-
przednich wydarzen.

Na starcie zaniedbuje czes$¢ psychologiczna, skupiajac sie wylacznie na strategicznym i
probabilistycznym aspekcie tej gry. To jest grube przyblizenie, w szczegdlnosci iz psychologia
jest immanentna czescia gry w mafie i prawdopodobnie gdyby nie ona, ta gra nie bylaby
atrakcyjna. Niemniej, sam jalowy model ma szereg interesujacych cech, nieraz nieintuicyj-
nych. Dodatkowo, na pierwszy rzut oka ciezko stwierdzi¢, gdzie i w jaki sposéb psychologia
wplywa na rozgrywke. Wydaje si¢ zatem zasadne, by modelowanie zacza¢ od najprostszej
wersji gry i dopiero pozniej przejs¢ do bardziej realistycznych modeli.

Chciatbym podkredli¢, iz powyzszy opis ustalonej wersji gry w mafie jest nieformalny.
Nie zamierzam go dokladnie precyzowadé, gdyz jest to ucigzliwe i niewnoszace wiele do dalszej
czedci pracy. Jedna z zasadniczych trudnodci jest formalizacja przebiegu dyskus;ji i jej wplywu
na poézniejsze glosowanie.

7 tego powodu stosuje pojecia z teorii gier, takie jak ,gracz” czy ,strategia”, w ich



intuicyjnym znaczeniu. Uwazam, ze ich uzycie jest zasadne, gdyz w wiekszosci sytuacji nie
powinno prowadzi¢ do konfuzji. Co wiecej, w bardziej zaawansowanych modelach gry w mafie
nie bedzie juz mozliwe unikniecie teoriogrowych rozwazan.

Nie jest oczywiste, czy jako graczy lepiej uznaé 2 frakcje, czy tez n oséb [8]. W naszym
bardzo uproszczonym przypadku wystarczy pierwsza opcja, dajac tym samym gre o sumie
zerowej. W ogdlniejszych rozwazaniach nalezy przyjaé¢, ze mamy do czynienia z n graczami
[5].

Pragne zauwazy¢, ze w podanym wariancie gry strategia obejmuje wylacznie faze dnia
(t.j. dyskusje i glosowanie). P6ki pomijamy czesé psychologiczna i nie ma wyréznionych oséb
pod wzgledem posiadanych informacji, bez straty ogélnosci przyjmujemy, ze mafia w nocy
zabija dowolng osobe. Przykladowe strategie, unikajace trudnoéci zwiazanych z dyskusja, to:

e dla mafii (lub dla kazdego z czlonkéw mafii):
glosowaé niezaleznie, wytacznie na miastowych,

e dla miasta (lub dla kazdego z miastowych):
glosowaé na osobe, ktéra sumarycznie otrzymala najmniej gloséw (w wypadku remisu
— glosowaé niezaleznie, tylko na te osoby).

Jak juz zostalo pokazane w [6], wystarczy sie ograniczyé¢ do jednej, bardzo prostej pary
strategii. Owocuje ona linczem losowej osoby — t.j. szansa, ze w trakcie dnia zginie miastowy,
to ¢/(c+m), a czlonek mafii — m/(c+m). Szanse wygranej mafii w takiej rozgrywce oznaczamy
przez w(c, m).

Pokazemy, ze zaréwno mafia, jak i miasto moze narzucié¢ linczowanie losowej osoby. Oczy-
wiscie, z powodu niedoprecyzowania zasad, sta¢ nas wytacznie na nieformalna agitacje.

Agitacja
i) Mafia moze postepowaé tak w ciagu dni, by w zaden sposéb nie wyréznié sie. Jest to
mozliwe, gdyz

e kazdy cztonek mafii posiada informacje o grze nie mniejsza niz dowolny miastowy,

e miastowi nie sa w posiadaniu zadnych danych, na podstawie ktérych mogliby wykry¢
mafie.

Tym samym w trakcie glosowania nikt nie jest wyrdzniony i z symetrii zachodzi linczowanie
losowej osoby.

ii) Rozwazmy jedynie przypadek, gdy ¢ > m, gdyz jedynie wtedy miasto ma jakiekolwiek
szanse wygra¢. W trakcie dnia dowolny miastowy proponuje gre w marynarza, t.j. wszyscy
jednocze$nie maja podac liczbe k;, od 1 do liczby zywych uczestnikow c+m. Miastowi dotacza-
ja sig do rozgrywki, po czym wszyscy glosuja na (3, ki mod (c+m))-ta osobe, liczac zgodnie
z ruchem wskazéwek zegara od proponujacej system. Tym samym linczowana jest losowa oso-
ba. Gdy ¢ > m, nie ma znaczenia, czy czlonkowie mafii tez podadza liczbe czy zbojkotuja
system, ani tez jak beda glosowaé. Przypadek ¢ = m arbitralnie pomijamy z powodu szeregu
komplikacji. Czynimy dodatkowe zalozenie, ze wtedy z jednakowym prawdopodobienstwem
ginie czlonek mafii lub miastowy. |

Skoro zaréwno miasto, jak i mafia moze narzuci¢ linczowanie losowej osoby, szanse wy-
granej mafii to w(c,m). Gdyby szanse te bylyby niZsze niz w(c,m) — mafia narzucitaby
linczowanie losowej osoby, gdyby wyzsze niz w(c, m) — zrobiloby to miasto.



Uwaga — powyzsze stwierdzenie nie gwarantuje unikalnoéci strategii dajacej szanse na
wygranie mafii réwne w(c, m). Jedli interesuja nas tylko prawdopodobienstwa wygranej, wy-
starczy, ze rozwazymy strategie w. Dzieki niej gra zdecydowanie sie upraszcza, gdyz praw-
dopodobienstwo wygrania mafii jest wytacznie funkcja aktualnej liczby czlonkéw mafii m i
miastowych ¢ (nie zalezy jawnie od poprzednich ruchéw). Dla ustalenia uwagi, gre zaczynamy
od fazy dnia. Rozpoczecie w nocy wymagatoby dodania miastowego, ktéry tej nocy zginie.

Pamietajac o warunkach brzegowych, otrzymujemy rownanie rekurencyjne

0 gdy m =0,
w(c,m)=4q 1 gdy m > ¢, (1.1)
dmwlc—=2,m)+ Fow(c—1,m—1) w pozostalych przypadkach.

Powyzsze réwnanie stanowi o$ pracy, za$ jego rozwiazanie jest wykreslone w rys. Szczegdl-
nie istotnym praktycznie pytaniem jest ilu powinno by¢ cztonkéw mafii przy zadanej liczbie
graczy m(n), by szanse wygranej obu frakcji byly poréwnywalne w(c,m) ~ % Weczesniejsze
publikacje [6] i [7] daja zalezno$é m o /n, ktéra pojawi sie tez w tej pracy.

Zajme si¢ réwniez sprawami wczesniej nie opisywanymi w literaturze. Zbadam wlasciwosci
gry z jednym cztonkiem mafii, gdyz ten prosty przyklad obrazuje szereg ogdlniejszych zjawisk.
Zastanowie sie nad jako$ciowym zachowaniem w(c,m), m.in. w zaleznosci od parzystosci
liczby graczy. Na deser znajde jawne rozwiazanie (|1.1]).

¢ — liczba miastowych

Rysunek 1.1: Wykres szans wygrania mafii w(c, m), bedacy numerycznym rozwiazaniem réw-
nania (1.1). Charakterystyczne ,zabki” maja swoje zrédlo w silnym wplywie parzystosci
liczby mieszkancéw ¢ + m na zachowanie w(c, m).






Rozdziatl 2

Szanse wygrania mafii

W tym rozdziale zajme sie jako$ciows analiza szans wygrania mafii, czyli rozwigzan rownania
rekurencyjnego (1.1)). Rozwaze szczegblowo przypadek gry z jednoosobowa mafia, po czym
pokaze kilka zjawisk zachodzacych w ogdlnosci.

2.1. Jednoosobowa mafia

Zajme sie drobiazgows analizg szans wygrania mafii, gdy gra odbywa sie tylko z jednym jej
cztonkiem w(e, 1). Ten szczegdlny przypadek jest istotny z kilku powoddéw, a mianowicie:

e mozna latwo podaé jawny wzér na w(c, 1),
e demonstruje on szereg wtasnosci, ktére tatwo sprawdzié, a wystepuja w ogdlnosci,

e jak sie okazuje, jest do$¢ praktyczny — t.j. dla gier z liczbg graczy do ok. 10 wtadnie
jednoosobowa mafia daje poréwnywalne szanse wygrania obu frakcji.

Gdy mamy do czynienia z jednoosobowa mafiag, prawdopodobienstwo jej wygrania to
nic innego, jak iloczyn prawdopodobienstw, ze kazdego dnia zostanie zlinczowany miastowy.
Pamietajac, ze zaczynamy gre od fazy dnia, otrzymujemy

¢c c¢—2 c—4 1+ (¢ mod 2) !l

1) = : . = . 2.1
w(e, 1) c+1 ¢c—1 ¢—3 2+ (cmod?2) (c+ 1! (2.1)

Powyzszy wzér ma pewne wlasnosci zalezne od parzystosci c. O ile dodanie dwéch miastowych
ewidentnie zmniejsza szanse wygrania mafii w(c+2,1) < w(c, 1), tak juz by¢ nie musi w przy-
padku dodania tylko jednego miastowego. Jak sie okazuje, dodajac parzystego miastowego
zwigkszamy szanse mafii. Dla ilustracji tego zjawiska postuzmy si¢ prostym przyktadem.

Rozwazmy sytuacje, w ktorej na starcie mamy jednego cztonka mafii i jednego miastowego.
Mafia wygrywa tylko wtedy, gdy zostanie zlinczowany miastowy. Z uwagi na oczywisty remis,
wybér ofiary jest dokonywany np. na podstawie rzutu moneta, co daje w(1,1) = % Gdy na
starcie jest jeden cztonek mafii i dwoch miastowych, rowniez mafia wygrywa, gdy zostanie
zlinczowany miastowy (drugiego dobije w nocy). Tym razem trudniej ja upolowaé i w(2,1) =
2

’ Mozna podejrzewaé, ze natknelidémy sie na artefakt wynikajacy z doboru warunkéw brze-
gowych (t.j. ustaleniu, ze w przypadku remisu ginie losowa osoba, a nie np. miastowy) lub
rozwazania ,za malych” ¢ czy tez m. Zadna z tych mozliwoéci nie jest prawdziwa. Czytel-
nik z latwoscia sprawdzi, ze zamieniajac w linijke ,0 gdy m > ¢” na ,0 gdy m > ¢’
otrzymamy analogicznie zjawisko.
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Stwierdzenie 2.1.1 Dla dowolnego ¢ mamy w(c,1) < w(c—2,1), a dla parzystego ¢ zachodzi
w(c, 1) > w(e—1,1).

Dowéd
i) we, 1) = ;Hw(c—2,1) <w(c—2,1).
ii) Niech ¢ = 2k. Przy szacowaniu réznicy w(2k,1) — w(2k — 1,1) bedziemy korzystaé z

niezbyt skomplikowanej nieréwnosci v/(n + 1)(n — 1) < n.

2k 2k —2 4 2
w(2k,1)—w(2k—1,1):m-2k_1-...~5~§—|— (2.2)
2k —1 2k—3 31
2% 2%-2 7 4 2
>\/(2/~c+1)(2k—1)'\/(2k—1)(2k—3)‘ -\/5'3-‘/3'71+
2k + 1 2k — 1 5 3
2n — 1 2k —3 3 I
Vek+D2k—1) J2k-1)(2k—-3) V5.3 V3.1
1 1
:07

T V2k+1 2+l
zatem w istocie w(2k,1) > w(2k —1,1). |}

Rozwazmy usrednienie w(c,1) po sasiedniej parzystej i nieparzystej wartosci. Srednia
geometryczna doskonale nadaje sie do tego celu, gdyz zastosowanie jej znacznie uprosci wynik,

c!l 1

Ve =1 1u(e1) = \/(C ;!!1)” Ccr Vel (2:3)

zatem otrzymalismy funkcje monotoniczna, pozbawionl@ »Zabkéw” . Przy jednoosobowej mafii
usredniona szansa wygranej mafii zachowuje si¢ jak ¢~ 2. W celu uzyskania réznych przyblizen
w zalezno$ci od parzystosci ¢, znéw oznaczajac ¢ = 2k, obliczmy stosunek

w(2k,1) 2k 2k-1)1 (2K 2 9
wek-1.1) @+ on @ _<(2k—1)!!) o+ 1 (2.4)

Sama postaé (2.4) niczego nie upraszcza. Na szczedcie powyzsze wyrazenie ma granice przy
k dazacym do nieskonczonosci. W istocie wzér Wallisa [9] na 7 jest niczym innym niz

T (2K \? 1
T-1 . 2.
2 kinéo((%—nu) 2%k + 1 (25)

Zbieznoé¢ wyrazenia (2.4) do T jest przyzwoita, przynajmniej do naszego uzytku. Nie bedzie-
my si¢ nad nia rozwodzié¢, jedynie podamy poréwnanie przyblizen z Scistymi wynikami (rys.

2.1).

w(2k —1,1) = (M)Q Vw(2k — 1, Dw(2k, 1) (2.6)

~ \/71
“VrVvek+ 1
w(2k, 1) = (%) ’ Vw(2k — 1, 1)w(2k, 1)

T 1
- \6\/2144r 1
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Rysunek 2.1: Wykres szans wygrania jednoosobowej mafii. Punkty z stupkami reprezentuja
Sciste wyniki w(e, 1), za$ linie sa jej przyblizeniami (2.6)) — ciagta dla parzystych c i przerywana
dla nieparzystych c.

Jak przekonaliSmy sie, réwnanie (|1.1)) daje wyniki, ktére moga by¢ nieintuicyjne. Rozwaz-
my taka sytuacje: jest nas czterech i chcemy zagraé z jednoosobowa mafia. Ma ona szanse
wygrania w(3,1) = % = 0.375. Jedliby zaprosi¢ dodatkowe pie¢ oséb i gra¢ w dziewiatke
(wciaz z jednoosobowa mafia), szanse wygranej mafii wzrosna do w(8,1) = % ~ 0.406.
2.2. Jakosciowe rozwazania dla mafii dowolnie licznej
Warto zbadaé jak jakosciowo zachowuje sie w(c, m). Pytania, ktére moga sie narzucaé, to:

e Czy dodanie dwoch miastowych zmniejsza szanse mafii, t.j. czy w(c+2,m) < w(e,m)?

e Czy dodanie jednego miastowego i jednego cztonka mafii zwieksza jej szanse, t.j. czy
w(c+1,m+1) >w(e,m)?

e Czy zmiana jednego miastowego na jednego czlonka mafii zwieksza jej szanse, t.j. czy
w(ec—1,m+1) >w(c,m)?

Stwierdzenie 2.2.1 Warunki w(c—1,m+1) >w(c+1,m+1), wic+1,m+1) > w(c,m)
iw(c—1,m+1) > w(c,m) sqg réwnowazne.

Dowéd W celu pokazania ich réwnowaznosci, zapiszmy réwnanie rekurencyjne na (|1.1)) dla
czm >0, czyli

w(c,m) = ¢ w(c—2,m) + w(c—1,m—1).

c+m c+m

Po drobnej kosmetyce, polegajacej wyltacznie na mnozeniu i odejmowaniu stronami, otrzy-
mujemy dwa réwnania

c(w(c—2,m)—w(c,m)) =m(w(c,m) —w(c—1,m—1)), (2.7)
(c+m)(w(e,m) —w(c—1,m—1)) =c(w(c—2,m) —w(c—1,m—1)).

13



Bezposrednio z (2.7)) otrzymujemy tozsamosci

w(c—2,m) > w(c,m) < w(c,m) >wlc—1,m-1) < w(c—2,m)>w(c—1,m-—1).
(2.8)

j rownowaznosci ki Zy Wi ieréwnosci ziej moz i wal
Od samej rownowaznosci kilku ,,oc stych” nieréwno$ci bardziej moze nas interesowac,
czy one rzeczywidcie zachodza. Okazuje sie, ze tak. W tym celu udowodnijmy trzeci wyraz z

(2.8)), formulujac go nastepujaco:

Stwierdzenie 2.2.2 Gdy zamienimy cztonka mafii na miastowego, nie zwickszamy szansy
wygranej mafii czyli w(c,m + 1) > w(c+ 1,m). Gdy dodatkowo ¢ > m, zachodzi ostra nie-
rowno$¢ w(c,m +1) > w(c+1,m).

Dowdd Do gry z ¢ miastowymi i m czlonkami mafii wprowadZzmy jednego agenta (dodat-
kowego gracza). Agent ma stanowi¢ symulacje osoby, ktéra moze by¢ albo miastowym, albo
cztonkiem mafii. Pokazemy, ze jest to mozliwe i do$¢ pdzno bedzie on musial ujawnié¢ swoja
afiliacje.

7 uwagi na nierozréznialnosé cztonkow miasta, mozemy zalozy¢, ze mafia zbija ich w nocy
w ustalonej kolejnosci. Jesli agent jest miastowym, ma on numer ostatni. W trakcie linczu
pojawiaja sie trzy mozliwosci

e Zginie miastowy.
e Zginie cztonek mafii.
e Zginie agent.

W przypadku émierci agenta, wynik dalszej rozgrywki nie zalezy od jego przynaleznosci. W
pozostatych przypadkach gra toczy sie dalej. Agent musi pokazaé swoja karte, gdy bedzie ona
miala jawny wplyw na jej wynik. Dzieje sie to w dwdch okolicznoéciach:

e Gdy zgina wszyscy czlonkowie mafii i zostanie agent.
e Gdy zostanie co najwyzej jeden miastowy, 1-2 cztonkéw mafii i agent.

Dla obu sytuacji zwiekszy on szanse mafii, gdy sie nig okaze. Tabelka przedstawia analize
wszystkich mozliwych przypadkéw:

’ Stan gry (miastowi,mafia) \ w gdy agent jest miastowym | w gdy agent jest czltonkiem mafii

(c,0) 0 w(c, 1)
(0,1) 5 1
(1,1) 3 1
(1,2) 1 1

Prawdopodobienstwo wygrania mafii jest réwne Sredniej szansie wygrania w roztacznych
podgrach, wagowanej po prawdopodobienstwach dojécia do poszczegdlnych podgier. Skoro
zamiana agenta z miastowego na mafijnego nie rusza wag, ale zmienia na wyzsze szanse
wygrania w czesci gier, otrzymujemy w(c,m + 1) > w(c+ 1,m).

W sytuacji gdy jest niezerowa szansa, ze agent bedzie musial ujawnié¢ swojg kartke, za-
chodzi ostra nieréwnoéé¢ w(e,m + 1) > w(c+ 1,m). Wystarczy by ¢ > m — wtedy istnieje
podgra, w ktorej zostaja zlinczowani wszyscy cztonkowie mafii. |
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Rozdziat 3

Proces czystej sSmierci

W poprzednim rozdziale rozwazaliSmy szanse wygrania mafii w zaleznosci od poczatkowej
liczby miastowych i cztonkéw mafii. Rownie ciekawe wydaje sie Sledzenie dynamiki gry, czyli
prawdopodobienstw, ze w po t-tej dobie bedzie dokladnie ¢ miastowych i m czlonkéw mafii.
Takie rozwazania wcigz mieszcza sie w ramach zaproponowanego modelu, jednak wykraczaja
poza réwnanie . Oznaczmy poczatkows liczbe wszystkich graczy przez N, a czlonkéw
mafii przez M. Kazdej doby ging dwie osoby, czyli liczba oséb po t-tej dobie to

n(t) = N — 2t. (3.1)

3.1. Ewolucja z czasem dyskretnym

Prawdopodobienstwo, ze jest dokladnie m czlonkéw mafii oznaczmy przez pp, (t). Na poczatku
jest dokladnie M czlonkéw mafii, czyli py,(0) = dpar. W trakcie kazdej doby moze zostaé
zlinczowana mafia lub miastowy, a ewolucja jest opisywana przez M + 1 réwnan liniowych

(N=2t)—m m+1

pm(t+1) = N % pm(t)‘f‘m

pm+1(t), (32)
dla m € {0,1,..., M}. Proces opisywany przez te réwnanie to proces stochastyczny, w kté-
rym mozliwe sa wylacznie przejcia pomiedzy stanem sasiednimi stanami (m — 1) = (m).
Taki proces jest nazywany procesem urodzin i $émierci z czasem dyskretnym [10]. W naszym
przypadku wytacznie mozliwa jest $émieré¢ mafii, tzn. kazdej doby czlonek mafii moze przezy¢
(m) — (m) badz zginaé¢ (m) — (m — 1), zatem jest to tzw. proces czystej $mierci. Pewna
komplikacje stanowi fakt, ze wspotczynniki przejscia sa funkcja czasu.

Nalezy podkresli¢, ze rownanie jest Sci$le poprawne wylacznie dla m < n(t), t.j.
gdy zyje co najmniej jeden miastowy i gra moze toczy¢ sie wedtug ustalonych zasad. Co jest
kluczowe, pozostale p,,(t) pozostaja poprawne.

Jawnym wyrazeniem na py, () jest

Mo (M [k N —20)1l (N — k)!
pmlt) = 2 <k><m)(_1)kM( it (N(—2t—)l<;)!!' (3:3)

k=m

Wyprowadzenie tego wyniku znajduje sie w Dodatku [Rozwiazanie r. réznicowego na py,(t)|

[przy uzyciu I. tworzace]] Typowe zachowanie rozwiazania jest przedstawione na rys. [3.1]
Rozwiazanie jest nie tylko ciekawe same w sobie, lecz pozwala réwniez uzyskac zwarta

postaé¢ szans wygrania mafii w(c, m) Wystarczy zaobserwowac, ze prawdopodobienstwo
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Rysunek 3.1: Prawdopodobienstwa, ze jest doktadnie m cztonkéw mafii w funkcji czasu t,
zgodnie z (3.3]). Przedstawiono gre dla poczatkowej liczby miastowych C' = 20 i cztonkéw
mafii M = 4. Dorysowano linie dla wiekszej przejrzystosci wykresu. Nalezy zwroci¢ uwage,
ze funkcje py,(t) sa okreslone tylko dla czaséw t < (N —m)/2.

wygrania miasta po t dobach to nic innego jak po(¢). Tym samym otrzymujemy

w(c,m)=1-— i (7;) (—1)k( (ctm =kl (3.4)

k:o c+m)ll(p— k)

gdzie
= (c+m)mod 2

jest funkcja parzystosci liczby graczy.

O ile rozwiazanie daje pelng informacje o ewolucji stanu gry, nie jest ono szczegdlnie
proste do dalszej analizy. Z tego powodu przedledZzmy, ilu pozostaje srednio cztonkéw malfii
po t dobach, a mianowicie zbadajmy

(m)(t) = Y mpm(t). (3.5)
m=0

Tego typu $rednie sg szczegdlnie proste do wyliczenia w przypadku proceséw narodzin i
$mierci, w ktorych wspotczynniki przejscia sa proporcjonalne do numery stanu, czyli procesu
rozpadu promieniotwérczego i procesu Yule’a.

Mozemy skorzystaé¢ z sumowania jawnej postaci wyniku . Postapimy inaczej, korzy-
stajac ze Zrodlowego rownania

M
(m)(t+1) =Y mpp(t+1) (3.6)
m=0
M m2 Mo
= . (m—N_%)pm(t)Jr 2—:0 ]sf_—;tl)pm+1(t)
M mg M m 2 M m
:mE_:O <m_ N 2t>pm(t) +m§::0 (Ni;i Prt1(f) zz:on;tpm“( )




Czyli

N -2k -1
(m)(t) = (;};[0 N ok )M (3.7)
Przypominamy, ze ten wynik jest prawdziwy poki gra na pewno si¢ toczy, czyli gdy N — 2t —
M > 0. Ze wzgledéw praktycznych rozwazamy gry, w ktérych obie strony maja poréwnywalne
szanse w(C, M) ~ % Mozna spekulowad, ze wtedy jest mate prawdopodobienistwo, by mafia
wygrala przed czasem, t.j. by po wybiciu miastowych pozostal wiecej niz jeden cztonek mafii.
Zatem réwnanie powinno by¢ wtedy dobrym przyblizeniem réwniez gdy N —2¢t—M < 0.

3.2. Ewolucja z czasem cigglym

Zwykle w matematyce réwnania rézniczkowe sg prostsze od rownan réznicowych do rozwia-
zania i pozniejszej manipulacji. Postaram sie przyblizy¢ dyskretne réwnanie ewolucji
przez r. rézniczkowe.

R U (33)
Mozemy przyblizy¢ r. réznicowe przez r. rézniczkowe, gdy wzgledna zmiana jej pochodnej na
przedziale [t,t + 1] jest niewielka. Gdy zastapimy réznice pp,(t + 1) — pm(t) przez pochodna
%ﬁm(t), z réwnania otrzymamy

d m m+1 _

%ﬁm(t) = _mﬁm(t) + mpm+1(t)' (3'9)

Intuicyjnie rzecz biorac, ilekroé¢ jest mata szansa, by w trakcie jednej doby zginal jeden czlonek
mafii, réwnanie powinno byé dobrym przyblizeniem swej oryginalnej wersji. Niemniej,
przynajmniej w tej pracy, nie zamierzam wdawaé sie w $ciste matematyczne oszacowanie
bledu.

Jedli czyja§ matematyczna czysto$é zostala w tym miejscu urazona, chciatbym przypo-
mnieé, ze samo dyskretne rownanie bazuje na pewnych uproszczeniach rzeczywistej gry
towarzyskiej. Tym samym proponuje matematycznym purystom, by przyjeli, ze postuluje
jako alternatywny model gry w mafie.

Rozwiazaniem r. rézniczkowego jest

M—-—m m
(S

przy czym szczegdlowe wyprowadzenie jest w Dodatku Bl Latwo sprawdzié, ze funkcja py, (t)

osiaga maksimum dla
N m\?
tm=—1|1—-{-=— , 11
k ( (37) ) (311)

co ulatwia nam jej jako$ciowe badanie.
Mozna pokusi¢ sie o oszacowanie szans zwyciestwa mafii w sposob analogiczny, jak w

(3.4, czyli

pm(t + 1) - pm(t)

m
—1 —1
wmnn:1—m<c+?>:1— 1- 1_£%$Z7 (3.12)
m
~ 3.13
— (3.13)
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W szezegblnosci otrzymujemy warunek m o y/n, gdy chcemy, by szanse wygrania obu frakeji
byly podobne w(c,m) = % Oczywiscie nie mamy $cislego powiazania miedzy w(c,m) a
w(c, m). Zachecony rozwiazaniem dla jednoosobowej mafii oraz wynikami numerycznymi
stawiam hipoteze, ze

lim

cmoom/yetm

((c+m) mod 2)—1/2
wie,m) (;T) . (3.14)
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Rozdziatl 4

Podsumowanie

W niniejszej pracy zaproponowalem pewien wariant gry w mafie, mozliwie ja upraszczaja-
cy. W ramach niego rozwazytem szanse wygrania mafii w funkcji liczby miastowych i liczby
czlonkéw mafii. Zajalem sie jego jako$ciowa analiza, a takze znalazlem Sciste rozwigzanie.
Nastepnie badatem dynamike, $ledzac prawdopodobienstwa, ze do danej doby przezyje okre-
slona liczba cztonkéw mafii. Ich ewolucja byla procesem czystej Smierci, ktéry rozwigzalem
zaréwno dla czasu dyskretnego, jak i ciaglego.

Uzyskane wyniki wykraczaja poza dostepne w literaturze i moga okazac¢ sie przydatne

przy:

e Badaniach psychologicznych, wykorzystujacych gre w mafie jako narzedzie do spraw-
dzania zjawiska ukrywania tozsamo$ci i formowania oskarzen w przypadku niepeinej
informacji.

e Tworzeniu bardziej zaawansowanych matematycznych modeli gry w mafie, obejmuja-
cych specjalne postacie czy tez aspekt psychologiczny.

e Opisie problemdéw o podobnej naturze, polegajacych na konkurencji matej, silnej grupy

ze stabsza, ale znacznie liczniejsza.

Komentarz i podziekowania

Niniejsza praca znajduje sie na stronie domowej autora [I12]. Od zlozonej formalnie pracy
licencjackiej rozni sie istnieniem odnosnikéw, zamiang wykreséw na takie, ktére nie mula
komputera oraz redukcja btedéw jezykowych. Chciatbym podzickowaé Aleksandrowi Kubicy
za liczne poprawki mojej kiepskiej interpunkc;ji.
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Dodatek A

Rozwigzanie r. r6znicowego na py,(t)
przy uzyciu f. tworzacej

Checemy rozwiazaé¢ réwnanie (3.2)), t.].

(N —-2t)—m m+1
m(t+1) = T, m
pm(t+1) N_9 P (t)+N—2tp +1(1)

z warunkiem poczatkowym py,(0) = d,,a7. Wprowadzmy funkcje tworzaca [11]
[o.¢]
F(t,z) = Z pm(t)2"™, (A.1)
m=0

pamietajac ze warunek poczatkowy to F(0,2) = 2. Mnozac (3.2) stronami przez 2™ i
wykonujac sumowanie otrzymujemy

z  OF(t, z) 1 0F(t,z2)
N -2t 0z N -2t 0z

z—1 0
_ (1_ N—2t€)z> F(t, ).

B(1)

Flt+1,2) = F(t,2) - (A.2)

Innymi stowy, dzialanie operatorem liniowym B(t¢) daje funkcje tworzaca dla kolejnej doby.
Postaé operatora liniowego B(t) jest o tyle szczesliwa, ze dla kazdego t ma on ten sam zbiér
wektoréw wiasnych, (z — 1)* z odpowiadajacymi im wartogciami wtasnymi (1 —k/(N — 2t)).
Teraz wystarczy roztozy¢ baze jednomianéw w bazie wlasnej operatora i przezen przepuscié

F(t,z) =B(t — 1)B(t — 2)---B(0)zM (A.3)
Mo
=Y . | Bt = 1Bt —2)--B(0)(z - 1)k
k=0

e =20 (V= )l
S TR Frass Ty

- (4)
5 (V) (1 =3im) (o) ()
[+
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Korzystajac raz jeszcze ze wzoru dwumianowego Newtona, przyrownujac rozwiazanie ((A.3))
do definicji f. tworzacej (A.1)) otrzymujemy

M (M [k (N =201 (N — k)
pm(t)zz<k><m>(_l)k ( N!!) (N(—Qt—)k:)!!’

czyli (3.3)).
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Dodatek B

Rozwigzanie r. rézniczkowego na
pm(t) przy uzyciu f. tworzacej

Mamy zamiar rozwiaza¢ réwnanie rézniczkowe ((3.9)

d . mo m+1 _
giPm(t) = =5 Pm(t) + o D1 (1),

z warunkiem poczatkowym p(0) = d,,0s. Kolejny raz postuzymy sie funkcja tworzaca [11]
o0
G(t7 Z) = Z ﬁm(t)zma (Bl)
m=0

znéw z warunkiem poczatkowym G(0,z) = z™. Otrzymujemy réwnanie rézniczkowe czast-
kowe
0G(t,z) (—z41)0G(t,z)

ot N—2t 0z (B.2)

ktére rozwiazemy metoda charakterystyk. Niech poziomicami G(t, z) beda (t(p), z(p)), czyli
zachodzi zwiazek

OG(t,z) dt  0G(t,z) dz

-y =0. B.3
ot dp 0z dp (B.3)
Poréwnujac (B.2) z (B.3]) otrzymujemy w szczegdlnosci
dt dz
=dp = B4
N-2t YT Lov (B-4)
czyli
1
Gt 2) :f(21n\N2t|+ln|1z|> (B.5)

= f (I |VN =2i(1- 2)]) .

Musimy dobraé¢ taka funkcje f(x), by uczynié¢ zado$é¢ warunkowi poczatkowemu. Nietrudno
dojé¢ do jawnej postaci f. tworzacej

Gt 2) = (1 _ %(1 _ z))M, (B.6)

ktérej poréwnanie do (B.1)) daje poszukiwane rozwiazanie ((3.10))
= (M) (1 12 "
Pmi =\ m N N| -
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